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Zusammenfassung

Wir betrachten Carleson-Masse fiir gewichtete Bergman-Raume A? und Hardy-Raume
H? auf dem offenen Einheitsball Uy in CV. Das sind endliche positive Borel-Masse j
auf Uy (bzw. Uy fiir Hardy-Riaume), fiir welche bei gegebenem 0 < ¢ < oo der Raum
AP (bzw. HP) stetig in L?(u) einbettet. Erste Resultate iiber Carleson-Masse fiir
Hardy-Réume gehen auf Carleson ([Carb8], [Car62]) zuriick. Fiir Bergman-Riaume
mit Standardgewichten v(z) = (1—/z||*)* (> —1) und N =1 wurden solche Mas-
se bereits von V.L. Oleinik und B.S. Pavlov [OP74], W.W. Hastings [Has75] und
D. Luecking [Lue83], [Lue93] untersucht. Wir verallgemeinern die bekannten Re-
sultate auf Gewichte v, welche eine allgemeinere Bedingung erfiillen und beliebige
Dimensionen N und ergénzen diese um Charakterisierungen von Kompaktheit, Ord-
nungsbeschrianktheit und Summierbarkeitseigenschaften der kanonischen Einbettung
AL = L(p).
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Einleitung

Seien (X,2) ein messbarer Raum auf einer Menge X (# () und F ein Vektorraum
von (2-messbaren Funktionen X — C. Ein positives endliches Mass p auf 2 heisst
(F,q)-Carleson-Mass oder ¢g-Carleson-Mass fiir F', falls F' C L?(u) gilt und die forma-
le Identitat [: F— L9(u) stetig ist. In dieser Situation nennen wir I eine Carleson-
Einbettung. Beispiele fiir Carleson-Einbettungen liefern spezielle Klassen von Opera-
toren. Der Multiplikationsoperator M} zu einer messbaren Funktion A: X — C wird
durch die Abbildungsvorschrift f+— fh gegeben. Genau dann definiert M), einen be-
schréankten Operator F'— L9(p), wenn |h|%du ein (F,q)-Carleson-Mass ist. Sei weiter
¢ : X — X eine messbare Funktion. Genau dann existiert der Kompositionsoperator
C,: X — L (p): f— fogp als beschrinkter Operator, wenn das Bildmass po@™" ein
(F,q)-Carleson-Mass ist.

Carleson-Masse kennt man insbesondere aus der Theorie der Rdume von analytischen
Funktionen, zum Beispiel den klassischen Hardy-Radumen H? auf dem offenen Ein-
heitsball Uy in C. In [Car58] hat Carleson das folgende Interpolationsproblem gelost:
Fiir welche Folgen (z,,), im Einheitskreis in C existiert zu jeder Zahlenfolge (a,,), € 1>
eine Funktion f aus H* mit f(z,)=a, fir alle n. Carleson zeigt, dass diese Folgen
(2 )n genau die gleichméssig separierten Folgen sind. Dabei heisst ein Folge (z,), in

U, gleichmaéssig separiert, falls ein § > 0 existiert, so dass Hj’;l ik ‘ng;;'k“ > ¢ fiir alle
) J
k € N erfiillt ist. Fiir solche Folgen gilt

(ol < 1l

n=1

dh. =37 (1—]2,]*)d., ist ein (H' 1)-Carleson-Mass. In [SS61] zeigen Shapiro
und Shields, dass in dieser Situation p auch fir 1 <p < oo ein (H?,p)-Carleson-Mass
ist. Die Erweiterung auf 0 < p <1 wurde danach von Kabaila [Kab63] gegeben.

Ein weiteres klassisches Beispiel in diesem Umfeld liefert eine Folgerung einer Un-
gleichung von Hardy, welche besagt, dass fiir jede analytische Funktion f aus dem
Hardy-Raum H?, 0 < p < 0o, die Ungleichung

, 1/(2p)
([ 1) <1l
U1
gilt (vgl. [Vuk03]). Dies bedeutet, dass das normalisierte Lebesgue-Mass o auf dem
Einheitskreis ein (H?,2p)-Carleson-Mass ist.

Von dhnlichem Typ ist auch die Fejér-Riesz-Ungleichung (vgl. [Dur70], Seite 46): fiir
0<p<oound fe€ HP gilt

1 1/p
([ iswrds) < clfl,.

Das Lebesque-Mass auf [—1,1] ist also ein (H?,p)-Carleson-Mass. In [Pow85] wird
eine analoge Ungleichung auch fiir Funktionen von zwei Variablen hergeleitet.
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viii EINLEITUNG

Ein weiteres Beispiel findet man bei Zhu [Zhu05], 5.14. Eine analytische Funktion f
hat genau dann beschriinkte mittlere Oszillation, wenn (1 —||2]|?)||V f(2)][*do(2) ein
(H',1)-Carleson-Mass ist. Vgl. fiir den Fall N =1 auch Sarason [Sar78] und die dort
erwahnten Referenzen.

In der Literatur sind Carleson-Masse zunédchst auf dem Einheitskreis in C fiir klassi-
sche Hardy-Rédume H” und danach fiir die entsprechenden Bergman-Réume A? mit
Radialgewichten v, : 2z +— (1 —2|*)® (o> —1) beziiglich des normalisierten Lebesgue-
Masses untersucht worden (vgl. [Car58], [Car62], [Dur70], [Has75]). In der Folge ha-
ben vor allem Békollé [Bek82] und Luecking [Lue85a], [Lue85b], [Lue86], [Lue93] fir
allgemeinere Gewichte z+— v(z) Teile der klassischen Resultate auf die entsprechen-
den gewichteten Bergman-Rdume A? von analytischen Funktionen auf dem offenen
euklidischen Einheitsball Uy in CV (fiir N > 1) ausdehnen kénnen.

Auch in dieser Arbeit bleiben wir bei Rd&umen von analytischen Funktionen. Im Zen-
trum stehen Carleson-Masse fiir allgemeine gewichtete Bergman- und Hardy-Raume,
welche auf dem Einheitsball Uy (N € N) definiert sind. In erster Linie geht es dar-
um, funktionalanalytische Eigenschaften von Carleson-Einbettungen in Beziehung zu
geometrischen Eigenschaften der zugehdrigen Carleson-Masse zu setzen.

In Kapitel 1 werden im Wesentlichen einige Aussagen aus der Funktionalanalysis, ins-
besondere solche iiber Operatorenideale, rekapituliert, die in den folgenden Kapiteln
benotigt werden.

In der ganzen Arbeit spielen geometrische Uberlegungen betreffend spezielle Teilmen-
gen von Uy eine fundamentale Rolle. Die Geometrie wird dabei durch die Bergman-
Metrik  auf Uy gegeben. Nur zum Teil findet man die einschlégigen Resultate in
Lehrbiichern wie Rudin [Rud80]. Weitere sind zwar bekannt, aber nur mit Miihe
in der Literatur auszumachen. Im Kapitel 2 prisentieren wir daher im Detail (mit
Beweisen) die in der Folge benétigten Aussagen.

Wir benétigen neben einer befriedigenden Dualitétstheorie fiir die Bergman-R&ume
AP vor allem die Existenz der sogenannten ,atomaren Zerlegung®: A? soll zum ent-
sprechenden Folgenraum [? isomorph sein. Wahrend fiir p < ¢ stets A2 in A? einbettet,
gibt es dann auch eine stetige Einbettung AP — AZ. Sowohl fiir die Dualitétstheorie
als auch die Existenz der atomaren Zerlegung miissen zusétzliche Bedingungen an
die Gewichte erfiillt sein. Solche wurden bereits von Bekollé und Luecking angege-
ben; diese funktionieren indessen nur fiir den Fall 1 <p < co. Wir werden in Kapitel
3 zeigen, dass eine nur wenig stédrkere Bedingung an v geniigt, um sogar alle Radume
AP 0 < p < oo, einzubeziehen. Es versteht sich, dass durch solche Bedingungen auch
die Standardgewichte vy : (21,...,2x5) — (1 —=||(21,...,2n5)]|*)%, a > —1, erfasst werden.

Die Kapitel 4 bis 6 bilden den Kern dieser Arbeit. Wie schon erwéahnt, steht das Zu-
sammenspiel von Eigenschaften eines Carleson-Masses p auf Uy und von Eigenschaf-
ten der formalen Identitat AP — L9(p) im Vordergrund: hierbei konnen p, g beliebig
aus 0,00[ gewihlt werden. Sogar fiir den klassischen Fall (Gewichte v, = (1 —|z||*),
a> —1) sind unsere Ergebnisse erst teilweise bekannt.

Nicht nur im Zusammenhang mit der atomaren Zerlegung spielen bei unserem Thema
reproduzierende Kerne eine fundamentale Rolle. Sie erlauben es auch, oftmals den Fall
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der Hardy-Réume H? (= HP(Uy)) fiir analog definierte Carleson-Masse auf Uy als
Grenzfall = —1 der klassischen Bergman-Raume AP zu interpretieren.

Im einzelnen werden wir in Kapitel 4 sehen, dass sich die Félle p <g und p > q bei
der Charakterisierung von g-Carleson-Massen fiir Bergman-Raume A? fiir unsere Ge-
wichte v deutlich unterscheiden. In jedem Fall sind jedoch Eigenschaften der Funktion

2)) /e
Hu,p,q7u(2) = %

massgebend: hierbei ist B,(z) die offene Kugel vom Radius r und Mittelpunkt z
beziiglich der Bergman-Metrik .

Die Frage nach der Kompaktheit der Carleson-Einbettungen A? — L9(x) beantworten
wir in Kapitel 5. Wiederum sind die Félle p < ¢ und p > ¢ zu unterscheiden. Nur im
ersten Fall bestétigt sich aber die naheliegende Vermutung, dass eine O-Bedingung fiir
die Stetigkeit einfach durch die entsprechende o-Bedingung zu ersetzen ist. Im Falle
p > q ist dagegen mindestens jede Carleson-Einbettung und oft sogar jeder Operator
kompakt. Neben einfachen funktionalanalytischen Beweisen présentieren wir zusétz-
lich aber ein davon unabhingiges Argument, welches auf funktionentheoretischen
Uberlegungen beruht.

Im letzten Kapitel verwenden wir die Verbandsstruktur der Riume L9(u), um zu-
néchst die Frage nach der Ordnungsbeschranktheit von Carleson-Einbettungen AP —
Li(u) zu beantworten. Wir werden sehen, dass dies eine kanonische Faktorisierung
iiber einen Raum vom Bloch-Typ bedeutet, dessen Parameter einzig durch v und p
bestimmt werden. Von besonderer Bedeutung ist dabei, dass in vielen Féllen (insbe-
sondere im Fall klassischer Gewichte) die Carleson-Einbettung I: A? — L9(u) genau
dann ordnungsbeschrinkt ist, wenn fiir eine modifizierte Gewichtsfunktion v’ die for-
male Identitéit A2 — L?(u) ein Hilbert-Schmidt-Operator ist.

Ordnungsbeschrankte Operatoren verbessern gewisse Summierbarkeitseigenschaften
von Folgen: es bestehen somit enge Beziehungen zu absolutsummierenden und damit
verwandten Operatoren. Entsprechend untersuchen wir, wann Carleson-Einbettungen
z.B. (p,q)-summierend, fast-summierend, g-integral, ... sind. Auf diese Weise verall-
gemeinern wir Resultate, die bis anhin nur fiir Kompositionsoperatoren im Falle N =1
bekannt waren (vgl. [Dom97]).

Fiir den Fall N=1 und Standardgewichte v, wurden Teile der hier présentierten
Resultate bereits in [JKO03] veroffentlicht.

Ich bedanke mich an dieser Stelle bei Herrn Prof. Dr. Jarchow fiir seine Unterstiitzung,
die Diskussionen und die Ratschlédge, welche erst diese Arbeit ermdoglicht haben.



EINLEITUNG



1. Grundlagen

In diesem Kapitel fiihren wir zunéchst die wichtigsten der fiir diese Arbeit relevanten
Begriffe ein. Zuerst wenden wir uns der Funktionalanalysis zu, wobei wir uns im We-
sentlichen an [Rud91] und [KPR84] halten. Danach repetieren wir kurz die bendtigten
Teile der Theorie iiber Operatorenideale geméiss [Pie80] und [DJT95].

Mit N, R und C bezeichnen wir wie iiblich die Mengen der natiirlichen, der reellen
und der komplexen Zahlen. Weiter sei No:=NU{0}.

1.1. Banach-Ridume und Operatoren

Fiir die folgenden Betrachtungen seien X,Y,Z Vektorrdume iiber C.

Wir werden uns vorwiegend mit Rdumen von analytischen Funktionen beschéftigen,
deren topologische Struktur von einer sogenannten p-Norm erzeugt wird. Diese ist
nicht immer eine Norm, weshalb wir eingangs einige einschlégige Grundlagen repetie-
ren. Eine Quasinorm auf einem Vektorraum X ist eine Abbildung |[|-||: X — [0,00],
welche mit einer Konstanten ¢ > 0 die folgenden Bedingungen erfiillt:

QL) [z =0 z=0,
(Q2) ||laz|| =|a|||x| fur alle « € C und alle z € X,
(Q3) [z +yl <c(lzll+[lyl) fir alle z,y € X.

Eine Norm liegt vor, wenn ¢ = 1 méglich ist. Haben wir anstelle von (Q3) fir 0 <p <1
sogar

(53)  llz+yll” <=+ [ly[|” fiir alle 2,y € X,

so heisst ||-|| p-Norm. In diesem Fall gilt (Q3) mit ¢=2(/P~1. Der Satz von Aoki-
Rolewicz besagt, dass zu jeder Quasinorm eine dquivalente p-Norm existiert (vgl.
[Rol72]). Wir beschrinken uns deshalb auf p-Normen ||-||.

Das Paar [X,||-]|]] nennt man einen p-normierten Raum. Ist dieser unter der in-
duzierten Metrik d(x,y):= ||z —y||” vollstéindig, so heisst er p-Banach-Raum. Im
Fall p=1 spricht man von einem normierten Raum bzw. einem Banach-Raum.
Mit By :={x € X : ||z|| <1} bezeichnen wir den abgeschlossenen Einheitsball ei-
nes p-normierten Raumes X. Ist aus dem Zusammenhang klar, mit welcher p-Norm
X versehen ist, schreiben wir auch X = [ X |[|-]|].

Unter einem Teilraum eines p-Banach-Raumes soll stets ein abgeschlossener linearer
Unterraum verstanden werden.

Eine Teilmenge A eines Vektorraumes X heisst absolut r-konvex (0 <r <1), falls
M+puAcCA



2 1. GRUNDLAGEN

fir alle A, € K mit |A|"+ |u|” <1 gilt. Die absolut r-konvexe Hiille einer Menge
B C X ist gegeben durch

acx, B := U{Zum STy Ty € By, iy EK,ZMJ” < 1}.
neN =1 i=1
Es handelt sich um die kleinste absolut r-konvexe Obermenge von B. Ist X quasi-
normiert, so bezeichnen wir mit
acx, B
den Abschluss von acx, B. In jedem p-normierten Raum X ist der Einheitsball By
absolut p-konvex.

Wichtige Beispiele fiir (p-)Banach-Réume stammen aus der Mass- und Integrations-
theorie.

e Fiir 0<p<oo besteht LP(Q,A,p), kurz LP(p), aus den p-fast iiberall Aqui-
valenzklassen p-integrierbarer (komplexwertiger) Funktionen auf ). Unter der
Norm

1/p
= ([ VrPan) ™ (7 € 70
ist LP(u) ein Banach-Raum (1 <p < 00) bzw. ein p-Banach-Raum (0 <p <1).

e L>®(u) bezeichnet den Vektorraum der Aquivalenzklassen messbarer Funktio-
nen f, welche essentiell beschrankt sind, d.h. es gilt
= inf su w)| < oo.
e = etk S 17(0)
Das ,essentielle Supremum® ||-||,  definiert auf L>(u) eine Banach-Raum-
Norm.

o Ist speziell u das Zahlmass auf der Potenzmenge P(€2) einer Menge €2, so schrei-
ben wir [P(€Q) := LP(Q,P(Q), ) fiir 0 <p<oo. Im Falle 0 <p < oo gehort eine
Funktion z: 2 — C genau dann zu [?(Q2), wenn S, ={w € Q:z(w) #0} abzihl-

bar und
Yl =) ()l

weN weSy
endlich ist. Bezeichnen wir fiir w € ) mit e, die charakteristische Funktion
der Menge {w}, d.h. setzen wir e, (w') =0, Yw' €€, so gilt (im Sinne der
Konvergenz in P(£2))

T = Zx(w)ew = Z r(w)ey.
we WESy
[(£2) ist der tibliche Banach-Raum der beschrénkten Funktionen auf 2.

Speziell besteht [*:=[*(N) aus allen beschriankten Zahlenfolgen, und fiir
0<p<ooist ?:=[P(N) der Raum aller Zahlenfolgen ({,)nen mit

D16l < oo

neN



1.1. BANACH-RAUME UND OPERATOREN 3

e Sei A eine o-Algebra von Teilmengen einer Menge 2. Den Raum der komplexen
Masse auf A bezeichnen wir mit

M(A).

Unter der Variationsnorm ||u|| = |u|(€2) ist das ein Banach-Raum. Dabei be-
zeichnet |u| die totale Variation von p. Weiter setzen wir LP(u) := LP(|p|).

Seien A eine o-Algebra auf einer Menge € und p ein positives Mass auf A. Mit L°(yu)
bezeichnen wir den Raum der messbaren Funktionen f : {2 — C, wobei wir Funktionen,
welche p-fast iiberall iibereinstimmen, miteinander identifizieren. Fiir ein endliches
Mass p wird durch

[ @) :
At = [ DHASID due) (g L)

eine vollstéindige Metrik auf L°(u) definiert. Diese Metrik erzeugt die lineare Topo-
logie der Konvergenz im Mass; diese ist jedoch nur in trivialen Féllen durch eine
Familie von p-Seminormen gegeben.

Seien X ein p-normierter, Y ein g-normierter Raum und u: X — Y eine lineare Ab-
bildung,

e u heisst beschrénkt, falls eine Konstante ¢ > 0 mit |juz| < c|/z|| fir alle x € X
existiert. Dies ist genau dann der Fall, wenn u stetig ist. Mit

L(X,Y)
bezeichnen wir den Vektorraum der beschréinkten Operatoren u: X — Y. Durch

[[ull := supy, <1 lluz|| wird auf L(X,Y’) eine ¢-Norm definiert. Falls Y vollstindig
ist, so gilt dies auch fir L(X,Y).

e Ist u(By) in Y relativ kompakt, so nennen wir u kompakt. Diese Operatoren
bilden einen Teilraum
K(X,Y)
von L(X,Y).
Im Allgemeinen gilt K(X,Y) & L(X,Y). In wichtigen Féllen hat man jedoch Gleich-
heit:
Satz 1.1.1 (Satz von Pitt). Fir0<qg<p<oo gilt
L(IP 1) = K(1P,19).
Dies stammt fiir ¢ >1 von H.R. Pitt [Pit36]. Das allgemeinere Resultat findet man
zum Beispiel bei E. Oja [Oja]. In [Ros69] zeigte H.P. Rosenthal folgende Erweiterung:
Satz 1.1.2. In folgenden Fillen ist jeder Operator u: LP(u) — L9(v) kompakt:

(i) 1<g<o0, max{2,q} <p<oo, i ein atomares und v ein beliebiges Mass.
(i) 1<p<oo, g<min{2,p}, p ein beliebiges und v ein atomares Mass.



4 1. GRUNDLAGEN

Sind X und Y quasinormierte Rdume, so schreiben wir
Y — X,
falls Y C X und die Einbettung stetig ist. Die Schreibweise
X>~Y bzw. X 2Y
soll bedeuten, dass X und Y isomorph bzw. isometrisch isomorph sind.

Wir beschrénken uns jetzt auf Operatoren zwischen Banach-R&umen.

Ein (quasi-)Banach-Ideal [A,q] ist eine Vorschrift, die jedem Paar von Banach-
Réaumen (X,Y) einen (quasi-)Banach-Raum [A(X,Y),«] von Operatoren aus L(X,Y)
zuordnet, so dass A(X,Y’) die Operatoren endlichen Ranges enthélt, a((z*,-)y)=
l2*|| |ly]| fiir z* € X* und y € Y gilt und zusétzlich die , Idealeigenschaft* erfiillt ist: fiir
beliebige Banach-Riume X,Y,Z und we L(W,X), ve A(X,Y), ue L(Y,Z) gelten
wow € AW, Z) und a(vvw) < ||ul|a(v)||w]].

Seien [A,a] und [B, 5] zwei Banach-Ideale. Wir schreiben
A C B,

falls A(X,Y) C B(X,Y) fiir alle Banach-Raume X und Y erfiillt ist. In diesem Fall
existiert eine Konstante ¢ >0, so dass a(u) <cf(u) fir alle ue A(X,Y) und alle
Banach-Rédume XY gilt ([Pie80] 6.1.6, vgl. auch [DJT95] Proposition 6.5). Wir
schreiben dann einfach o < ¢- 3. Ist sogar ¢ =1 moglich, so verwenden wir die Schreib-
weise

(A, o] C [B, 4],

Neben [L,]||] und [XK,||]|] z&hlt das Ideal [W,||-||] der schwach kompakten Ope-
ratoren zu den klassischen Beispielen von Banach-Idealen. Schwache Kompaktheit
eines Banach-Raum-Operators u: X — Y bedeutet, dass u(Bx) CY relativ schwach
kompakt ist. Fin Satz von Gantmacher besagt, dass dies genau dann der Fall ist,
wenn u*:Y* — X* relativ schwach kompakt ist, und das ist weiter zu v™*(X**) CY
dquivalent. Wie iiblich haben wir dabei Y in kanonischer Weise mit einem Teilraum
von Y ** identifiziert.

Bildet ein Banach-Raum-Operator u: X — Y schwach kompakte Mengen auf norm-
kompakte Mengen ab, so heisst er vollstetig. Vollstetig sind genau die Operatoren,
welche schwache Nullfolgen auf Norm-Nullfolgen abbilden. Sie bilden ein weiteres
Banach-Ideal [V,]|-]|]. Dieses Ideal enthilt alle kompakten Operatoren. Die Inklusion
ist echt, wie zum Beispiel die Identitéit von [! zeigt (I'-Satz von Schur, vgl. [Die84]
Seite 85). Ist aber X ein reflexiver Banach-Raum, so ist jeder vollstetige Operator
u: X —Y kompakt.

Zu den wichtigsten Banach-Idealen mit einer von der Operatorennorm verschiedenen
Norm gehoren Ideale von Operatoren, welche die Summierbarkeitseigenschaften von
Folgen verdndern oder verbessern.
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Sei X ein Banach-Raum. Eine Folge (z,), in X heisst starke IP-Folge (0 <p < c0),

falls .
> fla]l? < oo
n=1

Sie heisst schwache IP-Folge, falls ((z*,x,)), € fir jedes z* € X* gilt. Dann ist

sogar
> 1/p
sup{ (Z |<x*,xn>|p) cxt e BX*} < 0.
n=1

Prototypen fiir schwache [P-Folgen liefern die Standard-Einheitsvektoren e, (n € N)
in /"" (1<p<oo)bzw. in ¢y (p=1): jede schwache [P-Folge in einem Banach-Raum X
ist das Bild (ue,), von (e,), mit einem geeigneten Operator u: 1" — X (u:cy— X,
falls p=1). Dabei bezeichnet p* den zu p konjugierten Exponenten (1/p+1/p*=1).
Beschriinkte Operatoren fiihren starke [P-Folgen in starke [P-Folgen iiber und schwache
[P-Folgen in schwache [P-Folgen. Weiter ist jede starke [P-Folge natiirlich auch eine
schwache [P-Folge.

Bildet ein Operator u: X —Y dagegen schwache [P-Folgen aus X ab in starke [%-
Folgen von Y (0<p,qg<o0), so heisst er (g,p)-summierend. Im Falle ¢ <p hat
einzig der Nulloperator diese Eigenschaft; deshalb wird immer stillschweigend p <gq
vorausgesetzt. Genau dann ist u: X —Y (¢,p)-summierend, wenn eine Konstante
¢ > 0 existiert, so dass fiir alle n € N und fiir alle zq,...,z, € X

(S tnl) < cosmp{ (S lom?) e me}

erfiillt ist. Sei m,,(u) die kleinste derartige Konstante c¢. Die (g,p)-summierenden
Operatoren u: X — Y bilden ein r-Banach-Ideal

Mgps Tap)s
wobei r=min{p,1}, fiir p>1 also sogar ein Banach-Ideal. Leicht sieht man, dass
u: X —Y genau dann (g,p)-summierend ist, wenn dies fir u** : X** — Y™** richtig ist
und dass dann sogar 7, ,(u**) =7, ,(u) gilt. Fiir 1 <p, <g; <oo (j=1,2) mit p; <po,
¢1 <@ und 1/p; —1/q1 <1/ps—1/go haben wir

[Hq1 NI 7Tq1,p1] C [qu,pza qu,pz]- (1-2>

Im Falle p=q setzt man
[y, mp) o= [T p, )
und spricht vom Ideal der p-summierenden Operatoren. Aus (1.2) erhalten wir
[y s 7, ] C [Ty, 7, ]
fiir py < po.
Im Allgemeinen haben wir IT,(X,Y) & L(X,Y); es gibt jedoch wichtige Ausnahmen.
Grundlegend fiir die Theorie der p-summierenden Operatoren sind zum Beispiel die

folgenden beiden Resultate von Grothendieck ([Gro56], vgl. auch [DJT95] 1.13). Seien
i und v beliebige Masse.
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Satz 1.1.3. Jeder stetige Operator w: L'(u) — L*(v) ist 1-summierend, und mit einer
universellen Konstante kg gilt ||ul] < m(u) < kgllul|.

k¢ ist die sogenannte Grothendieck-Konstante; deren genauer Wert ist nicht bekannt.
Satz 1.1.4. Seien X = L>(u) und Y ein Teilraum von Li(v).

(1) Falls 1<q<2, so gilt L(X,Y)=1I1(X,Y).
(i) Fir2<q<r<oo haben wir L(X,Y)=11,2(X,Y)=1L.(X,Y).

Wiederum sind die Normen dquivalent.

Jeder Banach-Raum X kann als Teilraum von [*°(K) aufgefasst werden, wobei K
eine normierende Teilmenge von Bx- ist. Fiir jede solche Menge ist

ix: X = I®(K):z"— (2", )
eine isometrische Einbettung. Ist K = Bx« (oder eine normierende schwachx-abge-

schlossene Teilmenge von Bx-), versehen mit der schwachx-Topologie, so induziert
ix eine isometrische Einbettung X — C(K); diese bezeichnen wir ebenfalls mit ix.

Fiir das Ideal der p-summierenden Operatoren gilt der Faktorisierungssatz von
Pietsch ([Pie67], vgl. auch [DJT95] 2.13):

Satz 1.1.5. Seien 1<p<oo und X, Y Banach-Rdume und K eine normierende
schwach*-abgeschlossene Teilmenge von Bx«. Genau dann ist ein Operator u: X —Y
p-summierend, wenn ein requldres Wahrscheinlichkeitsmass p auf K und ein Operator
u: X, —Y ezistieren, so dass folgendes Diagramm kommutiert:

U
X Y
ix .X Q
Jp
ix(X) Xp
N, N

C(K) ———— LP(u) .

Dabei ist Xp:iX(X)Lp(ﬂ), und j;( vix(X) — X, bezeichnet die Finschrinkung der

kanonischen Einbettung j,: C(K) — LP(u). Man kann ||| = m,(u) erreichen.

Eine Faktorisierung durch den ganzen Operator j,: C(K)— LP(u) ist allgemein nur
im Fall p=2 moglich. Diese stéirkere Eigenschaft fithrt zu einem weiteren Banach-
Ideal. Eine lineare Abbildung u: X — Y zwischen Banach-Réumen heisst p-integral
(1 <p< o), falls ein Wahrscheinlichkeitsmass g und beschrinkte stetige Operatoren
a:LP(p)—Y*™ und b: X — L®(u) existieren, so dass das folgende Diagramm kom-

mutativ wird:
u ky

X Y Y
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Hierbei ist ky : Y — Y™ :y — (- y) die kanonische Einbettung. Die Menge der p-inte-
gralen Operatoren v: X — Y wird mit

J,(X,Y)
bezeichnet. Wir schreiben
tp(u) := inf [|al| [[o]],
wobei das Infimum {iber alle Masse p und Operatoren a und b wie oben genommen
wird. Wir erhalten ein weiteres Banach-Ideal

[jpv Lp] .

Jeder p-integrale Operator u: X — Y ist p-summierend (1 <p < o0), aber nicht um-
gekehrt.

Dass mit Y** und nicht mit Y gearbeitet wird, hat seine Griinde unter anderem
in befriedigenderen Dualitdtsbeziehungen zwischen p-summierenden und p-integralen
Operatoren, die in dieser Arbeit aber kaum eine Rolle spielen werden.

Fiir ein verwandtes Banach-Ideal benotigen wir die Rademacher-Funktionen
rn 1 [0,1] = R : t — signsin(2"wt) (n € N). (1.3)
Wir ergénzen dies durch ro(t) :=1 Vt € [0,1]. Die zentrale Aussage ist

Satz 1.1.6 (Khinchin-Ungleichung). Zu jedem 0 < p < 0o existieren positive Konstan-
ten A, und By, so dass fir jede skalare Folge (a,)Y_o (N €Ny) gilt:

N 1/2 LN P 1/p N 1/2
4, (Zw?) < (/0 S tura(t) dt) < B, (Z\an\2> .
n=0 n=0 n=0

Ein Operator u: X — Y wird fast-summierend genannt, wenn ein ¢ >0 existiert,

so dass
LN 1/2 N 1/2
/ IS ruralPdt ) <eosuwp |3 [ m) (1.4)
0 n=1 e €Bxx \ ;51
fiir jede Wahl von endlich vielen Vektoren zy,...,zy aus X erfiillt ist. Die Menge der

fast-summierenden Operatoren u: X — Y ist ein linearer Unterraum von L(X,Y),
den wir mit

ITs(X,Y)
bezeichnen. Eine vollstdndige Norm m,s(-) auf IL,o(X,Y) erhalten wir, wenn wir
Tas(u) als die kleinste der in (1.4) moglichen Konstanten wéhlen: Erneut entsteht
so ein Banach-Ideal

[Ha57 ﬂ-as] .
Mit 1.1.6 findet man II,, C Il fiir 0 < p < 00; die Inklusion ist echt.
Es ist wieder leicht zu sehen, dass ein Operator u: X — Y genau dann fast-summie-

rend ist, wenn u** : X** — Y™ diese Eigenschaft hat, und dass dann mas(u**) = mas(u)
gilt.

Weder fiir p-summierende, noch fiir p-integrale, noch fiir fast-summierende Operato-
ren gilt eine zum Satz von Schauder analoge Aussage. Immerhin haben wir aber
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Satz 1.1.7. Seien X ein Banach-Raum und H ein Hilbert-Raum. Hat ein Operator
u€e L(X,H) eine fast-summierende Adjungierte u*, so ist u 1-summierend.

Diese Aussage geht auf Kwapien zuriick, vgl. dazu auch [DJT95] Theorem 2.21 und
Seite 255. Die Umkehrung ist falsch, wie jede Surjektion I* — [? zeigt.

Wir fiigen einige Resultate fiir den Spezialfall der Hilbert-Rdume an. Seien H und K
Hilbert-Réume. Dann besteht X(H, K') genau aus den Operatoren u: H — K, welche
eine Darstellung der Form

w=> Al €n) fu (1.5)

besitzen. Dabei sind (e,), und (f,,), Orthonormalfolgen in H bzw. K und (\,), € co.
Fiir 0 <p < oo besteht die Schatten-Klasse 8,(H,K) aus allen ue€ L(H, K), fur
die eine Darstellung (1.5) mit (\,), € [P moglich ist.

s 1/p
op(T) == (Z I/\n|p>

ist dann von der Darstellung unabhéngig und macht 8,(H, K) zu einem min{p,1}-
Banach-Raum. Die Operatoren in 85 (H, K) sind die Hilbert-Schmidt-Operatoren,
und 8;(H, K) ist die sogenannte Spurklasse.

Die Schatten-Klassen stehen in enger Beziehung zu den eingefiihrten Banach-Idealen.
Es gelten:

H), g = 8, (H, H), 0] fix 1/r = (1/g) — (1/p) + (1/2) >0.
), 7m0 =2 [8,(H,K),0,] fur 2<g<oo.

[
[
o [II,(H,K),m,~[82:(H,K),o5] fiir 1 <p<oo.
os(H, K),T0s] > [82(H, K), 0.

[

jl(HaK)le] = [Sl(HaK)aal]'
1.2. Ordnungsbeschrinktheit

Ein (reeller) Banach-Verband ist ein reeller Banach-Raum M mit einer Ordnungs-
relation <, welche fiir z,y,2 € M und A >0 folgende Bedingungen erfiillt:

(V1) z<y=z+z<y+z,A\z<N\y,
(V2) Es existiert x Ay :=inf{x,y},
(V3)  fal <yl = llzll < Ilyll-

Dabei ist |z| :=sup{z,—x}.

Ein komplexer Banach-Verband L hat die Form M x M, wobei M ein reeller
Banach-Verband ist. Die Addition ist koordinatenweise definiert, und die Multiplika-
tion mit komplexen Zahlen ist durch

(@ +if)(x,y) = (ax = By, ay + fx)
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gegeben. Fiir (z,y) € L existiert
(2, y)| := sup{(cos )z + (siny)y : 0 < 7 < 27}

in M, und L wird ein Banach-Raum unter der Norm

Gz o)l = 1 1 ) ar

Ist M ein reeller Raum LP(u) bzw. C(K), so ist L gerade der entsprechende komplexe
Banach-Raum. Fiir diese und weitere Eigenschaften von Banach-Verbédnden verweisen
wir auf [MN91] und [Sch84].

Ein Operator u: X — L von einem Banach-Raum X in einen Banach-Verband L
heisst ordnungsbeschrinkt, falls ein 0 <h € L mit |uzx| <h fiir jedes = € Bx exis-
tiert. Ordnungsbeschrinkte Operatoren haben nur die Linksideal-Eigenschaft: sind
wel(Y,Z), we L(W,X) und v: X —Y ordnungsbeschrankt, so ist zwar in jedem
Fall vw ordnungsbeschréankt, aber {iber uv kann in dieser Beziehung keine Aussage
gemacht werden. Jedoch stehen sie mit den zuvor eingefithrten Banach-Idealen in
enger Beziehung. Vgl. dazu [DJT95] 5.18, 5.21.

Satz 1.2.1. Seien X ein Banach-Raum, p ein Mass und 1 <p < oco. Jeder ordnungs-
beschrinkte Operator u: X — LP(u) ist p-integral und damit auch p-summierend sowie
vollstetig. Ist andererseits u* p-summaierend, so ist u ordnungsbeschrinkt.



10

1. GRUNDLAGEN



2. Analytische Funktionen und Geometrie von Uy

Wir repetieren zunéchst Grundtatsachen iiber analytische Funktionen in mehreren
Variablen, speziell fiir solche, die auf dem offenen euklidischen Einheitsball Uy in
CV definiert sind. Wir folgen dabei im Wesentlichen den Ausfiihrungen in [Rud80)].
Anschliessend behandeln wir im Zusammenhang mit der Bergman-Metrik einige fiir
das Weitere grundlegende geometrische Konzepte.

In den folgenden Kapiteln werden Konstanten allgemein mit ¢ bezeichnet. Der Wert
von ¢ kann bei jedem Auftreten wechseln, sogar innerhalb von Ungleichungsketten.
Wollen wir die Abhéngigkeit von Parametern 4, ...,, betonen, schreiben wir ¢, ..
Dieses Vorgehen ist insbesondere dadurch gerechtfertig, dass wir nur an der Existenz
der jeweiligen Konstanten interessiert sind, und nicht an deren Wert.

2.1. Analytische Funktionen auf Uy

Sei N eine natiirliche Zahl. CV sei der Vektorraum der N-Tupel von komplexen
Zahlen. Wir versehen ihn mit dem Skalarprodukt (w|z):= 3"~  w;Z; und der davon
induzierten Norm ||z]| :=+/ (2] 2).

Sei G eine offene Teilmenge von CV. Eine Funktion f:G — C heisst holomorph
oder analytisch, wenn jeder Punkt a € G eine Umgebung U C G besitzt, auf welcher

f eine Darstellung
f(2) =) calz—a)"

aeNN
mit festen komplexen Zahlen ¢, hat. Dabei setzen wir (z—a)®:= H;V:l(zj —a;)%.
Den Vektorraum der auf G holomorphen Funktionen bezeichnen wir mit

H(G).

Versehen mit der Topologie der gleichmiissigen Konvergenz auf Kompakta ist H(G)
ein Fréchet-Raum, d.h. ein vollstdndiger, metrisierbarer, lokalkonvexer Vektorraum.

Eine Abbildung f=(fi...,fu): G— CM (M€N) heisst analytisch, falls f;:G—C
fiir jedes 1 <j < M im obigen Sinne analytisch ist. Fiir a = (ay,...ay) und 1 <j <N
ist G0 ={2€C:(a,...,aj_1,2,aj41,...,an) € G} offen. Fiir eine Funktion f: G — C
sei f;q diefiraeGund 1<j <N auf G, , durch f;,(2):=f(a1,...,aj-1,2,041,...,an)
definierte Funktion.

Satz 2.1.1 (Satz von Hartogs). Genau dann ist f auf G analytisch, wenn f;, fir
jede Wahl von a€ G und 1 <j <N auf G;, analytisch ist.
Wir verweisen zum Beispiel auf [Nar71] und [Rud80].

Fiir eine analytische Funktion f:G — CM bezeichnen wir mit

f'(z)

11
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die Ableitung von f an der Stelle z € G, d.h. die eindeutig bestimmte, C-lineare
Abbildung L:CY — CM mit
)~ J(2) — L]
If}—0 1]
f'(2) hat beziiglich der Standardbasen von C¥ bzw. CM eine Matrixdarstellung
A(z) =(a;k(2)) ;5 Es ist
ajr(z) = (Drfi)(z) (1 <j <M, 1<k <N),
wobei Dy, die Ableitung nach der k-ten Koordinate bezeichnet. Fiir M = N ist
Jf(z) :=det A(z)
die (komplexe) Funktionaldeterminante von f an der Stelle z. Fassen wir f als Abbil-

dung R?"Y 5 G — R?N auf, so ist diese reell differenzierbar, und fiir die dazugehorige
reelle Funktionaldeterminante Jg f(2) gilt

Jef(z) = |Jf (=)
Als Konsequenz kénnen wir Volumina von Bildern unter f mit der komplexen Funk-

tionaldeterminante bestimmen. Aus dem reellen Transformationssatz folgt ndmlich
sogar

Satz 2.1.2. Seien G CCY offen und ¢:G — CN analytisch und injektiv. Fiir jede
Borel-messbare Menge B C ¢(G) und jede messbare Funktion f:p(G)— [0,00] gilt

/ FAAY = / PEEIEERS

Weiter ist eine messbare Funktion f:p(G)— C genau dann integrierbar, wenn fop
integrierbar ist.

=0.

Dabei beziehen wir uns auf das 2/N-dimensionale Lebesgue-Mass A\ auf CV = R?V,
Wie im Reellen gilt der Satz iiber die Umkehrfunktion.

Satz 2.1.3. Seien G CCY offen, f:G— CY analytisch. Sei z€ G, und sei f'(z)
invertierbar. Dann existieren Umgebungen V- von z und W von f(2), so dass f eine
bijektive Abbildung f:V — W induziert. Fir die Funktionaldeterminante gilt

T =TGR Vee V.

Wir sind speziell am offenen Einheitsball
Uyv:i={zcC":|z|| <1}
in CV interessiert. Sei
Sy ={zeC" |z =1}
dessen Rand.

Uy ist einfach zusammenhéngend. Dies erlaubt uns, aus nullstellenfreien analytischen
Funktionen Wurzeln zu ziehen. Es gilt namlich

Satz 2.1.4. Ist G C CV offen und einfach zusammenhingend und f: G — C nullstel-
lenfrei, so existiert eine analytische Funktion g: G — C mit f=e9.
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Vgl. zum Beispiel [Nar71]. Wahlen wir fiir eine nullstellenfreie analytische Funktion
f:Ux — C eine analytische Funktion ¢g: Uy — C wie im vorangehenden Satz, so ist
fiir 0 <r < oo auch h:=e" analytisch und erfiillt

|h|1/r — |erg|1/r _ (eRe(rg))l/r — 6Reg _ |f|

Wir werden anstelle von h auch f" schreiben, selbst wenn diese Funktion nicht ein-
deutig definiert ist. Entsprechend verwenden wir f~":=(f7)"'=h"1

Ein Automorphismus von Uy ist eine analytische Bijektion ®:Uy — Uy . Diese
Automorphismen bilden unter Komposition eine Gruppe, welche wir mit

Aut(Uy)
bezeichnen. Fiir a € CV sei
F,
die Orthogonalprojektion auf den von a erzeugten linearen Unterraum [a] von CV.
Q. =1d—- P,

ist dann die Projektion auf das orthogonale Komplement von [a] in CV. Es gilt Py = 0;
fiir a#0 und z € CV ist
(z]a)

P,z = (ala) a.
a— Poz — (1—|lal*)"*Qaz
1—(z]a)
wird ein Automorphismus ®, von Uy definiert. Dieser vertauscht 0 und a und ist
selbstinvers. Fiir N =1 erhalten wir die iblichen M&bius-Transformationen z — {==.
®,(2) ist auch fir z € Sy definiert und liefert eine Bijektion von Sy auf sich.

Durch

b,(z) =

Satz 2.1.5. Sei v € Aut(Uy), und sei a:=v~1(0). Dann existiert genau ein unitirer
Operator U auf CV, so dass

Y =Ud,. (2.1)
Weiter gilt fir alle z,w € Uy

|~ ((2) [ p(w)) = L= el = (] w))

(1= (z]a))(1 = (a|w))

Hiermit erhalten wir zum Beispiel fiir alle a,z € Uy die folgende niitzliche Transfor-
mationsformel:

Ll 1 ()
T (zlaf ~ 1-J:F 22)
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2.2. Metriken auf Uy

Wiirden wir uns allein auf die euklidische Metrik von Uy abstiitzen, so wiirden uns
deren fehlende Invarianzeigenschaft gegeniiber Automorphismen Probleme bereiten.
Einen Ausweg bietet die Verwendung nichteuklidscher Metriken. Wir beschrénken
uns auf die pseudohyperbolische Metrik und die Bergman-Metrik. Fiir eine vertiefte
Behandlung dieser (und anderer) sogenannt invarianter Metriken verweisen wir auf
[Kra82].

Der pseudohyperbolische Abstand von z,w € Uy wird durch

p(w, z) = [|@-(w)]
definiert. Er liefert auf Uy eine Metrik (vgl. [Gar81] S. 4). Beachte weiter, dass stets
p(z,0) =||z| gilt. Mit

By (a) = {w € Uy : p(a, w) < r}

bezeichnen wir den beziiglich p offenen Ball mit Radius 0 <r <1 und Mittelpunkt
acUy. Es ist

B,(a) = &, (rUy).
Aus [Rud80] 2.2.7 iibernehmen wir, dass ér(a) genau aus den Punkten w € Uy be-
steht, welche ) )

IPue el JQull _
r2p r2p

erfiillen; hier ist c:= %a und p:= 1:!";6'52 Somit ist ér(a) ein euklidisches El-

lipsoid mit Mittelpunkt c. Die Schnittpunkte von Er(a) mit [a] bilden einen Kreis

mit dem Radius rp. Schneidet man B, (a) mit dem (2N —2)-dimensionalen (reellen)
Raum, der in ¢ senkrecht auf [a] steht, so erhalten wir dagegen einen Ball mit dem Ra-
dius r,/p. Somit erzeugen die pseudohyperbolische Metrik und die euklidische Metrik

dieselbe Topologie. Insbesondere gilt ET(O) =rUy fir 0<r<1.
Aus dem Lemma von Schwarz (vgl. [Rud80] 8.1.4) folgt:
Satz 2.2.1. Sei p: Uy — Uy analytisch. Fir alle z,w in Uy gilt

p(p(2), p(w)) < p(z,w). (2.3)
Insbesondere haben wir fiir jeden Automorphismus p € Aut(Uy)
plp(2), p(w)) = p(z, w). (2.4)

Die pseudohyperbolische Metrik ist also invariant (unter den Automorphismen von
Uy). Fiir N =1 charakterisiert (2.4) genau die Automorphismen von Uj.

Von zentraler Bedeutung sind die folgenden Abschitzungen.

Satz 2.2.2. Sei 0<r<1.

(i) Mit einer Konstanten ¢, >0 gilt

1
—(=[l20P) < 1= Jlwl® < e (1 = [|21%)

T

fiir alle z,w e Uy mit p(z,w) <r.
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(ii) Es existiert ein ¢, >0, so dass
1
—=(zlw)] < 1-fol® < el = (2] w)
T
fir alle z,w € Uy mit p(z,w) <r gilt.
(iii) Set 0 <r < R <o00. Dann ezistiert fir jede reelle Zahl b eine Konstante cgyp, >0,

so dass
(1= (w]z))
(1 —(w]z2))
fiir alle w, z1,29 € Uy mit p(21,20) <71 gilt.

— 1| <cpp p(21,22)

(iv) Es existiert ein ¢, >0, so dass
1 1 < 1 < 1
e |[L=(afw)] = 1= (z|w)] = "1 = (z]w)

fiir alle w, z1,29 € Uy mit p(z1,22) <71 gilt.

(v) Fir jedes ¢ € Aut(Un) existiert eine Konstante c, >0, so dass fir alle z,w in

Un gilt
é 1= (z[w)] < 1= (p(2) [ p(w))] < cp |1 = (z]w)].
Insbesondere haben wir
é(l = [l21%) < A = lle)I?) < (1 = [I2]%)

fiir jedes z € Uy und fiir jedes p € Aut(Uy).

Die Potenzen in 2.2.2(iii) werden mit dem Hauptzweig des Logarithmus definiert.
Dies ist moglich, weil 1 —(z|w) fir z,w € U; seine Werte in Uy\]—1,0] annimmt.
Man findet Beweise dieser Aussagen zum Teil in [Lue85a], [Zhu05] und fiir N =1 auch
in [Dom97]. Der Vollstandigkeit halber fithren wir die Details aus.

BEWEIS. (i): Fiir z€ Uy und w € B,(2) ist @ :=®.(w) € B,(0) =rUy. Somit gilt

- <1—|w*<1. (2.5)
Die Ungleichung von Cauchy-Schwarz liefert
1= (w]2)] <1+ [lwflf]z]] <2 (2.6)
und
1= (@|2)] =1 = [lwfllz]] = 1 =l =1 =7 (2.7)

Mit 2.1.5 erhalten wir
(z]2)(1 = (w
(w]2)(1 = (2

1 — [l = 1= [[@.(d)] = %: @) _ (=[P~ [@]*)

(
Mit (2.5) und (2.7) ergibt sich

1— 2
1— ||w||2 < ||Z||
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Analog schliesst man aus (2.5) und (2.6) auf

(L= =" =r?)

1wl 2 D

womit (i) bewiesen ist.

(ii): Sei ¢, die Konstante aus (i). Mit (2.2) folgt
L fwl® 1= (1Pw(z)[? _ 11— [1Pu(z)|P

1—(zlw)]? 1P e 1—|wl?
Somit gilt
1 — [Jwl|? \/1
T 2 A (= [@u(2)][?),
11— (z]w)] ¢

wobei die rechte Seite wegen der Voraussetzung von Null wegbeschrénkt ist. Die
andere Abschétzung in (ii) ergibt sich analog.

(iii): Setze w':=®,, (w) und zj:=®, (25). Nach Voraussetzung ist ||z5|| = p(0,2}) =
p(z1,22) <r. Mit 2.1.5 folgen
1= (w]z) =1— (P (w)]2:(0)) =

— |z
1 - (w’ | 21)

(L= =) = (w'] %))
(1= (' |20))(1 = (2] %))

und

1= (w]zg) = 1= (P () [ :(25)) =
Also gilt fiir beR
(1= (wl=))" | _ '(1 —(z]2)" 1' _ '(1 — (:]2)" = (1= (w'] %))’
(1= (w]z)) (1= (w'|2))° (1= (w']2))°
Wegen |(z1|25)] <7 und |(w'|2})| <r findet man mit dem Mittelwertsatz
(1= (1] 2))" = (1= (w'| )"
< sup bl1—t(z1]2y) — (1—t)(w'[25)|"~"|(21] 25) — (w'[ 23)]

0<t<1
<crpl(21]25) = (W' 23) | S erpll 2| = crpp(21, 22).
Weiter haben wir fiir den Ausdruck im Nenner
25 1= (W' [)] 21— [lw/] 4] = 1-r.

Aus den zwei vorangehenden Ungleichung folgt direkt die Behauptung.

(iv): Die Invarianz von p liefert
P(Pu(21), Pu(22)) = pl(21, 22)-
Somit folgt aus (2.2) und (i)
L fwl* 1=zl 1= [[Pu(z)l? 1= [l
1= (21 |w)[? L=fal* =" 1=z’ 1= (2 |w) P

Durch Vertauschen der Rollen von z; und 2z, erhalten wir die untere Abschéitzung.
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(v): Nach Satz 2.1.5 gilt fir z,w € Uy

11— (0(2) | p(w)| = L el = (z]w)

1= (z[a)|[1 = (afw)]’

_ 1+]jal
1= la]

mit a=¢ !(0). Die Behauptung ergibt sich mit c, aus der fiir alle z€ Uy
giiltigen Beziehung

1L—flal <1 = (z]a)] <1+ lall -

Mit der pseudohyperbolischen Metrik definieren wir

VN +1. 1+ p(z,w)
B(z,w) == 5 log o)

Es ist also

p(z,w) = tanh <\/N717+1 5<z,w>) |

Lemma 2.2.3. §(:,-) ist eine Metrik. Sie ist invariant, d.h. sie erfillt
B(z,w) = B(p(z), p(w)) Yz, w € Un, Yo € Aut(Uy).

BEWEIS. Die zweite Aussage ist selbstversténdlich, und bei der ersten ergibt sich
einzig die Dreiecksungleichung nicht sofort aus der Definition. Wegen der Invarianz
geniigt es zu zeigen, dass fiir alle z,w € Uy die Ungleichung

VN+1, 1+4p(z,w)

1
2 1 —p(z,w)

:ﬁ(zaw)

Sﬁ(zao)w(o,w)zwv—“(l 1+HzHHOgin”)

2 \PT-I
gilt, bzw.
Lt plzw) 1A=l 14 [lw]
1—p(z,w) = 1=z 1wl
Elementare Umformungen reduzieren dies zu

B
plzw) < Al
1+ =]l

Dies ist aber wegen 2.1.5 richtig:

12 (1 —Jlw]?)
[1—=(z|w)]?

S A== A —[lw]?)

- (A= lwl])

(=l [[wl])?

(1[I [[{few])>

1@, (w)P ="
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[ ist die sogenannte Bergman-Metrik. Ihre offenen Bélle, also die Mengen
B.(z) :={w e Uy : B(z,w) <},

erfilllen B, (z) = B,(z) mit s:=(e" —1)/(e" +1). Insbesondere bleiben alle bisherigen
Aussagen dieses Kapitels auch fiir die Bergman-Metrik richtig: p(-,-) und 3(-,-)
erzeugen dieselben uniformen Strukturen. Wir bevorzugen die Bergman-Metrik, da
deren Unbeschréanktheit einige technische Vorteile bietet.

Das normalisierte Lebesgue-Mass oy auf Uy wird durch
N
F_Nd)\

dON:

gegeben, wobei AV weiterhin das Lebesgue-Mass auf C¥ =R?*" bezeichnet ([Rud80]
1.4.9). Weiter sei
my

das normalisierte Flichenmass auf der Sphére Sy. Eine wichtige Rolle wird ferner

das Mass
dO'N

(1 —|[z[%)~+
spielen. Es ist unter den Automorphismen von Uy invariant, d.h. es gilt
An(B) = An(p(B))

fiir jede Borel-Menge B in Uy und jeden Automorphismus ¢ € Aut(Uy) (vgl. [Rud80]
2.2.6). Insbesondere haben wir wegen der Invarianz der Bergman-Metrik

Ax(Br(2)) = An(B:(0)),
fiir jedes z € Uy und jedes 0 <r < o0.

dAy =

Wir machen von jetzt an von folgender Notation Gebrauch: Sind f(z) und g(z) zwei
reelle Funktionen auf einer Menge Z, so schreiben wir

f(z) =~ g(2),
falls eine Konstante ¢ > 0 existiert, so dass
1
~ () < S(2) < eg(2)
fiir alle z € Z gilt. Ist dabei ¢ von Parametern ~q,...,7, abhéingig, so schreiben wir

auch

Existiert eine Konstante ¢ > 0, so dass

f(z) < eq(2)

fiir alle z € Z gilt, verwenden wir entsprechend die Bezeichnungen

f(z) < 9(2)

bzw.

In diesem Sinne gelten
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Satz 2.2.4. Fir zeUy, deR und t > —1 definieren wir

Id(z) — /S dmN(C)

v L= ([

und

2\t
o) = [ o)
o Im Falld<O0 sind I und Jg; beschrinkt.
e Fullsd>0, so gilt
() & (1= [l 2 Jual2).
o  Weiter haben wir

1

t
- ~ Joi(2).

In(z) ~ log

Fiir den Beweis verweisen wir auf [Rud80] 1.4.10., fiir den Fall N =1 siehe auch
[HKZ00] und [Zhu90].

2.3. Separierte Folgen

Sei § > 0. Eine Folge (z,), in Uy wird §-separiert genannt, falls 5(z;,z;) > ¢ fir jedes
i # 7 gilt. Wir sagen, dass die Folge (z,), separiert ist, falls sie d-separiert ist fiir ein
0>0.

Die folgenden Lemmata garantieren die Existenz spezieller separierter Folgen. Wir
verallgemeinern hier Argumente aus [Lue93], wo der Fall N =1 behandelt wird.

Lemma 2.3.1. Seien 0 <0 <r < oo gegeben. Dann existiert eine positive Konstante
L:=L(0,r), so dass fiir jede 0-separierte Folge (z,), jedes z € Uy in hichstens L der
Bdlle B, (zy,) liegt.

Gilt fir ein R>0 zusdtzlich 0<d<r< R, so kann L als Funktion von R und r/d
gewdhlt werden.

BEWEIS. Seien (z,), eine d-separierte Folge und z € Uy. Wegen der Invarianz von
B(+,-) geniigt es, den Fall z =0 zu betrachten. Wir miissen zeigen, dass B,.(0) nur end-
lich viele der z, enthélt und dass deren Anzahl durch eine nur von r und ¢ abhéngige
Zahl nach oben beschréinkt ist. Seien nun L Punkte aus der Folge (z,), ausgewihlt,
die in B,.(0) liegen. Da (2,), d-separiert ist, sind die Bélle Bj/2(2,) paarweise disjunkt.
Sie haben alle das Mass Ay (Bs/2(0)). Fiir 2, € B,(0) und z € Bs/a(2,) gilt

3(0,2) < 80, 2,) + B(zn, 2) <7 +6/2
und daher Bj/s(2n) C Brys/2(0). Somit haben wir
LAN(Bs2(0)) < An(Bris/2(0)).
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Damit erhalten wir wie gewiinscht

1 < Ax(Bron(0)
An(Bs2(0))
Elementare Rechnungen zeigen, dass zu gegebenem R > r eine Konstante cg > 0 exis-
tiert, so dass

1
Cr
fiir alle 0 <r < R gilt. Also ist

Ay(Brasn0) _ o 4827, 5
A0 S g~ k25 U

woraus direkt die Zusatzbehauptung folgt. |

AN<BT<O)>

< CR

Lemma 2.3.2. Sei 0 >0. Dann ezistiert eine d-separierte Folge (2,,), in Uy, so dass
inf,, ||z, || >0 und |, Bs(z,) = Un.

BEwWEIS. Wihle z1, 20 € Uy mit ((21,0)=6/2 und ((21,22) =0. Fiir n>2 seien
21,..., %, € Uy bereits bestimmt. Wahle z,41 € Uy \U;_, Bs(zx) so, dass 5(z1,2p+1)
minimal ist. Insbesondere gilt 5(2,41,0) >4/2.

Rekursiv erhalten wir so eine d-separierte Folge (z,), in Uy mit inf, ||z,| > 0. Falls
ein z € Uy \U,—, Bs(2,) existiert, so gilt 5(z1,2,) < 3(z1,2) nach Wahl der z,. Wenn
wir r = [3(21, 2) setzen, so ist z; also in den unendlich vielen Béllen B, (z,) enthalten,
was 2.3.1 widerspricht. [

Waihlt man fiir § =7 >0 eine Folge (z,), geméss 2.3.2, so gelten wegen 2.3.1 mit
einem k= K(r):

(1) Un =U,Z1 Br(zn),
(11> BT/Q(Zn) M Br/2(zm> = @ falls n 7£ m,
(iii) Jeder Punkt aus Uy gehort zu hochstens x Béllen Bo,(z,).

Eine Folge (z,)., welche diesen Bedingungen gentigt, heisst r-Netz. Die kleinste Zahl
k, welche (iii) erfiillt, ist die Uberdeckungskonstante des r-Netzes (z, ).

Aus der Bedingung (ii) folgt inbesondere lim,, . ||z,| = 1.

Wegen des Zusatzes in 2.3.1 kann bei gegebenem R >0 in (iii) dieselbe Konstante
fiir alle 0 <r < R gewéhlt werden.

2.4. Spezielle Mengen

Neben den Bergman-Béllen werden eine ganze Reihe von weiteren speziellen Teilmen-
gen von Uy wichtig werden. Am Ende des Abschnittes skizzieren wir diese im Fall
N =1. Fiir z € Uy definieren wir zunéchst ,die z gegeniiberliegende Halbkugel“

H, :={w e Uy : Re(w|z) <0}.
Damit bilden wir das Carleson-Gebiet
S(z) :=.(H,).
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Offensichtlich existieren Radien 71,79 >0 und zu jedem z € Uy ein w, € Uy, so dass
B, (w,) C H,N B,,(0). Wendet man darauf ®, an, so erhélt man mit w, =®,(w,):

Lemma 2.4.1. Es existieren r1,175 >0, so dass es fir jedes z € Uy ein w, € Uy mit
By, (w,) CS(2)NB,,(z) gibt.

Fiir die Mengen S(z) erhalten wir &hnliche Abschétzungen wie fiir die Bergman-Bélle.
Satz 2.4.2. (i) Fir jedes z € Uy und jedes w € S(z) ist ||z|| < |Jw]|.
(ii) Es existiert ein ¢ >0, so dass fir alle z € Uy und w € S(z)
L_ 1]
- < =
¢ 1= (w]z)]
erfillt ist.
(i) Es existiert ein ¢ >0, so dass fiir jedes z € Uy und alle v,w € S(z) gilt:
1 1 1 1
- < <c -
cll=(w|z)] = M1 =([z)] = 1 =(w]z)]
(iv) Fir jede Wahl von z,w € Uy und jedes v € S(z) haben wir
1 < 2
1= (w|2)] = 1= (w]v)]

BEWwEIS. Fiir v € H, ist zunéchst
2>1—(v]|z)]>Re(l—(v]z)) =1—Re(v|z) > 1. (2.8)

Wie im Beweis von 2.2.2(i) erhalten wir damit fiir jedes w € S(z)
(1= [l=1P) A = ([P (w)]*)

L=l = e [P

<12l

also (i).
(ii): Fiir w € S(z) erhalten wir wegen ®, =®_! und ®,(0) = z ebenfalls mit 2.1.5

B A € e G O ) [ S €211)) | P,
1=l - D A=y @ roy| 1 01

Wegen (2.8) sind wir fertig.

Die Ausage (iii) folgt sofort aus (ii).

Auch (iv) ergibt sich mit 2.1.5. Zunéchst gilt
1 _[1-(lw)
27 1= (wlv)]
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nach (2.8). Wegen ®,(v) € H, ist daher
1 1 _ 1= (®:(w)]2)]

1=(wl2)] [1—=(2.2.(w)[2.(0)]  1—|l=]?
[1=(@:(w)[2)] 1= (2]®(v))]
==z 1= (w]®:(v))]
2 2

<2.

‘1_<q)zq)z<w>‘q)zq)z<v)>| ‘1—<U}|U)‘ .

Fiir z, w € Uy setzen wir als nichstes
d(z,w) = 1 — (z|w)|2

Es ist bekannt, dass d die Dreiecksungleichung erfiillt und auf Sy sogar eine Metrik
definiert (vgl. [Rud80] 5.1.2).

Mit Hilfe von d fithren wir weitere Teilmengen von Uy bzw. Uy ein, welche in der
Literatur mitunter anstelle der Carleson-Gebiete verwendet werden. Gebiete der Form

S(z,h) :=={w € Uy : d(z,w)* < h} (2 €Uy,0<h < c0)
erfiilllen nach [Lue8ba] fiir z€ Uy, h=1—||z||, ( =2/||z|| die Bezichung
S(¢,h) C S(z) C S(¢, 2h). (2.9)

Die Verwendung der S(z) gestattet durch die Transformation auf Halbkugeln H, eine
Reihe von beweistechnischen Vereinfachungen. Wir haben bereits in den Beweisen von
2.4.1 und 2.4.2 davon Gebrauch gemacht.

Fiir die spéteren Charakterisierungen von Carleson-Einbettungen fiir Hardy-Réume
fithren wir fiir z € Uy und 0 < h < co weiter die Mengen

Q(z,h) =={C € Sy :d(¢,2)” < h}
und _ o
S(z,h) :={w € Uy : d(w,2)* < h} = S(w, h) UQ(w, h)
ein.
Wir stellen bereits hier einige technische Aussagen iiber Mengen dieses Typs zusam-
men:

Lemma 2.4.3. (i) FirweUy und z¢& S(w,4(1 —||wl|]?)) mit ||z]] > ||w| gilt
Q(w, (1~ [wl*)) N Q(z, (1 — [2[*)) = 0.
(ii) Fir jedes we Uy gilt
w
S(w, 4(1 = |wl?) ¢ §( =

[[]]

1+ 2v272(1 = [Ju])).

BEWEIS. (i): Wir nehmen an, es gebe ein w € Q(w, (1 — ||w]]?))NQ(z, (1 —||z]|*)).
Fiir dieses gilt aufgrund der Dreiecksungleichung

d(z,w) < (1= [l2]*)"2 + (1 = lw]*)? < 2(1 = Jw])"?,
d.h. z € S(w,4(1— ||w||?)): Widerspruch.
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(ii): Fiir @ € S(w,4(1— ||w||?)) gilt

w w
d(w,—) <d(w,w)+d(w,—)
[[w]] ]
<20 fwl) 2+ 1= (wl o
=2(1+|w[) (1= [Jw[)/2 + (1~ )
< (2V2+1)(1—fuwl])'72.
w ist also wie behauptet ein Element von S(m,(1+2\/§)2(1 —|lwl]))- [

Elementare Rechnungen (vgl. [Rud80] 5.1.4) zeigen ferner, dass

my(Q(¢, ) = hY (2.10)
gilt.

Im Zusammenhang mit Carleson-Massen werden weitere Teilmengen von Uy eine
Rolle spielen.

e Das Carleson-Rechteck zu ( € Sy und 0 < h <1 ist

z

W(¢, h):={z€Uy:1—|z|| <h, [ € Q¢ h)}.

e Das Approximationsgebiet fiir ( € Sy und v > 1 ist durch

i
D,(Q)i={zeUn: 1= (2]l < 51 = [l2I")} (2.11)
definiert.
Es ist einfach zu sehen, dass
7

{CeSxiwe DyQ)} = Q(w, (1 - Jull?)) (2.12)

fiir jedes w € Uy gilt.

e Im Falle N =1 benotigen wir ausserdem die Stolz-Gebiete I'(0) (0 <6 < 2r).
Diese sind als die konvexe Hiille von {e?}U{z:|z| < /1/2} definiert. Sie kon-
nen fiir N =1 die Approximationsgebiete D, () ersetzen.

S(22,7/10)
29 S(z1)
Q(¢.1/4) 0
B 4(w2)
W(¢,1/4) Wo /
B1/4(w1)

Abbildung 1.a Abbildung 1.b
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3. Rdume von analytischen Funktionen

Wir diskutieren in diesem Kapitel vorwiegend gewichtete Bergman-Réume A? auf
Uy, wobei wir wesentlich allgemeinere Gewichte als die bekannten Standardgewichte
zulassen. Im Vordergrund stehen Dualitdtsprobleme und das Problem der Existenz
atomarer Zerlegungen fiir diese Rdume unter moglichst schwachen Zusatzbedingun-
gen an die Gewichte v. Im Fall p > 1 ist ein Teil der in der Folge abgeleiteten Resultate
bereits bekannt; siehe insbesondere [Lue85a]. Fiir den klassischen Fall der Standard-
gewichte verweisen wir auf [Ax188], [Zhu90], [HKZ00], [DS04] und [Zhu05].

3.1. Gewichtete Bergman-Riume

Unter einem Mass p auf Uy verstehen wir von jetzt an ein positives, endliches Mass
auf den Borel-Mengen von U, sofern nichts anderes erwahnt wird. Weiter bezeichnen
wir Borel-messbare Funktionen kurz als messbar. Um gewissen technischen Kompli-
kationen aus dem Weg zu gehen, wollen wir in diesem Kapitel zusétzlich annehmen,
dass p(O) >0 fiir jede nichtleere offene Menge O C Uy gilt. Dies ist dquivalent da-
zu, dass zwei stetige Funktionen f # ¢ auf Uy in verschiedenen u-Aquivalenzklassen
liegen. Mit

A%z{fGHQW%Hﬂuy=<1;UVWOU{<W}

bezeichnen wir den Bergman-Raum zum Mass p und zum Exponenten 0 < p < oo.
Fiir 1<p<ooc ist das ein normierter Raum; fiir 0 <p <1 definiert [|f]|, , nur eine
p-Norm. Im Fall p=2 erhalten wir einen Pri-Hilbert-Raum, dessen Skalarprodukt
durch

(f19)u = Jgdu

Un
gegeben wird.

Wir zeigen als erstes, dass die Polynome in den Rédumen AL dicht liegen. Fiir eine
Funktion f € H(Uy) und 0 <r <1 schreiben wir dazu wie iiblich

B = f02) (€ Uy).
Satz 3.1.1. Sei p ein Mass auf Uy.
(i) Fir jedes f € H(Un) gilt lim, .- ||, — f|,,=0-
(ii) Die Polynome liegen dicht in AL

BEWEIS. (i) Seien fe€AP und 0<r<1. Als beschriinkte analytische Funktion
gehort auch f, zu AF. Also existiert zu jedem >0 ein § >0, so dass

‘L ()] + 1) Pdp(z) <

&-p
\6Un 2

25



26 3. RAUME VON ANALYTISCHEN FUNKTIONEN
Auf §Uy ist |f, — f|P beschrinkt, also in L'(yu). Weil weiter fiir jedes z € §Uy
Tim [f,(2) ~ f(z) =0
gilt, folgt mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz
lim [ [fe(2) = f(2)[Pdpu(z) = 0.
r—1 6UN
Also existiert ein 0 <rg< 1, so dass

| 1540 - fepdnt) < 5
é

Un
fiir jedes ro <r <1 gilt. Insgesamt erhalten wir fiir ro <r <1

/U fo flPdu< /|fr(2)—f(2)lpdﬂ(2)+ / 15|+ 1))

SUN Un\oUn
el e
< —4+—=¢
=5 + 2 5
also
||f7" - f||u7p S €.
ii) Sei f € AP. Nach (i) existiert zu jedem € >0 ein 0 <r <1, so dass
o
€
Hf - fTpr S 5

Da f, sogar auf Uy definiert ist, folgt aus dem Approximationssatz von Weierstrass
die Existenz eines Polynoms P mit

sup [f,(2) = P(2)| < 5

zeUn

(T (T

also mit

1/p
9 9
_ _ _ plp < p <« =
= Pl </UN = d“) = 2ty M=

Zusammen erhalten wir

||f - PHM,p S E’
womit die Behauptung bewiesen ist. ]

Insbesondere sind die Bergman-Réume Af, fiir 0 <p < oo also separabel.

3.2. Spezielle Gewichtsfunktionen

Speziell interessieren uns Masse der Form

do, = vdAy,
wobei v : Uy —]0,00][ eine messbare Funktion ist. Dabei bezeichnet
1
dAy == —————~—don(2)

(1 =[]~
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weiterhin das invariante Mass. Wir schreiben
P._ P
Ab =AY

und entsprechend

(f19)o:=(f19)s,

/ UdAN = 1,
Un

so heisst v Gewichtsfunktion. Unsere Wahl der Dichten beziiglich des invarian-
ten Masses Ay statt, wie in der Literatur iiblich, beziiglich oy fithrt zu eleganteren
Formulierungen verschiedener Aussagen.

fir f,g€.A2. Gilt zusiitzlich

Die wichtigsten Beispiele fiir Gewichtsfunktionen sind die Standardgewichte
Va(2) = ca(l = [|2]?)*
Dabei ist a > —1, und ¢, > 0 ist so gewahlt, dass o,, (Uy) =1. Fiir die entsprechenden
Masse schreiben wir kurz
Oq i= Oy, -
Diese Standardgewichte fiihren zu den klassischen Bergman-Riumen
AL =AY .
Allgemeiner setzen wir fiir eine positive, messbare Funktion v
dog, = vdo,
und bezeichnen die dazugehorigen Bergman-Réume mit
Ap =AY

Oa,w’

In dieser Allgemeinheit sind allerdings nur wenige tiefergehende Aussagen zu erwar-
ten. Deshalb werden wir nach und nach strengere Bedingungen an die Gewichte stellen
und uns mit den daraus ergebenden Konsequenzen befassen.

Fiir eine Gewichtsfunktion v und 1 < p < oo definieren wir zunéchst die adjungierte
Gewichtsfunktion als

PP — P
Up =V =v/vP.

Weiter setzen wir fiir s > N
Upsl2) = 0(z) (1 — 2D, 2 € Uy
Offenbar gilt
(Vp,s)pr s = V-
Fiir p=1 ergénzen wir die vorangehende Definition durch

vis(2) = v(2) (1= [l2]")"

Die Bergman-Metrik spielt bei den im Folgenden eingefiihrten Bedingungen eine zen-
trale Rolle.
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Seien 1 <p<oo und 0<r<oo. Wie in [Lue85a] sagen wir, die Gewichtsfunktion v
erfiille die Bedingung Cp(r), falls ein ¢, , > 0 existiert, so dass

0u(Br(2)) 700, (B, ()7 < crp (Cp(7))
fiir alle z € Uy gilt. Solche Gewichtsfunktionen nennen wir auch
C,(r)-Gewichte.

Analoge Sprechweisen werden wir auch bei Gewichten verwenden, welche spéter ein-
gefiihrt werden.

Mit der Holder-Ungleichung sieht man, dass fiir C,(r)-Gewichte sogar
1 < 0,(B.(2)"%0,,(B.(2))Y" < ¢, Vz€eUy

erreicht werden kann. Weiter gilt wegen 2.2.2 fiir ein beliebiges ¢t > N und jedes z € Uy
1

(1= 11207 < 0u(Bo(2)) 700, (Br ()7 < erp(1 = ||2]]%)" (3.1)

Crp

Aus 2.2.2(i) folgt, dass die Standardgewichte v, die Bedingung C,(r) fiir alle 0 <7 < 0o
und jedes 1 < p < oo erfiillen.

Die Bedingung C,(r) scheint von der Wahl von r >0 abzuhéngen. Dass dies aber
nicht so ist, zeigt folgendes Resultat aus [Lue85al:

Lemma 3.2.1. (i) Geniigt v der Bedingung Cy(r) fir 0 <r<oo und 1<q< oo,
so existiert fiir jede Wahl von 0 <1 <1y <00 €in ¢y, >0, so dass

0y(Bry(a)) < CT‘IJ’QUU(BT’l (a))
fiir jedes a € Uy gilt.

(ii) Cy(r) ist von r unabhingig, d.h. erfillt v die Bedingung Cy(r) fir ein 0 <r < oo,
so auch fir jedes andere.

Wir werden deshalb gelegentlich auch von C,-Gewichten sprechen.

Eine oberhalbstetige Funktion f: Uy — [—00,00] heisst subharmonisch, wenn
fle) < [ flz+rQdmn(C)
SN

fiir alle z € Uy und alle 7 >0 mit z+7rUy C Uy gilt. Fiir eine analytische Funktion
f:Uy — C sind zum Beispiel log|f| und |f|¢ fiir jedes ¢ > 0 subharmonisch ([Rud80]
1.5.4). Insbesondere erhalten wir:

Lemma 3.2.2. Fiir jedes r >0 ezistiert ein ¢, >0, so dass

faP < / F()PdAx(2)

B,-(a)
fiir jede analytische Funktion f:Uyx — C, jedes 0 < p < oo und jedes a € Uy erfiillt ist.
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BEWEIS. Nach den vorangehenden Bemerkungen gilt fiir jedes 0 <t <1

FO)P < / F(C) P (C).

Durch Integration nach dem Radius ¢ erhalten wir fir 0 <7 <1 mit s:= (e"—1)/(e"+1)

FOP < s / F(@)Pdoy(z) = 572N / ()P (2).

sUn -(0)
Dies transformieren wir auf den Ball B, (a), wobei wir 2.1.5 und 2.2.2 verwenden:

|f(a)]"= If(‘Pa(O))IpSS_QN/ o |/ (@a(2))[Pdon(2)

:32N/B ( )If(2)|”(1—|!<I>a(z)|!2)N“dAN(Z)

<52 / FEPaANG) _

Eine dhnliche Ungleichung gilt sogar fiir Masse mit Gewichten, welche C,(r) erfiillen.

Satz 3.2.3. Sei v ein Cy(r)-Gewicht (0 <r<oo und 1 <q<o0). Dann existiert ein
crqg >0, so dass

o)l < — s / eran)

fiir jedes a € Uy, jedes 0 < p < oo und jede analytische Funktion f:Uy — C gilt.

BEWEIS. Dies ergibt sich aus 3.2.2 und der Hélder-Ungleichung;:
f@P<e [ (fw)ldin)

Br(a)

<o(/ . |f<w>|pv<w>dAN<w>)l/q (f T(g)v(qu*/quN(w))l/q*

1/q
<camnB@) ([ i)
Br(a)
Im letzten Schritt haben wir verwendet, dass v der Bedingung C,(r) geniigt. |

Fiir die Standardgewichte v, gilt also fiir jedes a € Uy

|fla)]P < (1- ”zcﬂf)aﬂvﬂ /B @ | f(2)[Pdva(z). (3.2)

Aus 3.2.3 folgt insbesondere, dass die Auswertungsfunktionale
0o AL - C: fr f(a) (a€Uy)
stetig sind mit
[6.]1'S 1/ (B.(a)) . (33)
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Wir benotigen eine Modifikation von 3.2.3:

Satz 3.2.4. Seien 0 <p < oo und v ein C,(r)-Gewicht fir 0 <r<oo und 1 <q<oo.
Dann ezistiert ein ¢, 4 >0, so dass

)l € s / )

fiir alle wy,we € Uy mit B(wy,ws) <71/2 und jede analytische Funktion f:Uy— C
erfullt ist.

BEWEIS. Fiir wy,w, € Uy mit B(wy,wy) <7/2 gilt B, ja(w1) C By (w2) C By (wy).
Somit finden wir wegen 3.2.1 eine von w; und wy unabhéingige Konstante ¢, >0, so
dass 0, (B, /2(w1)) > ¢;0,(Bar(w1)) > 0, (B (w2)). Mit 3.2.3 schliessen wir

O ) /B IRCIC

= 5u(B,(w2) /BT@,Q) SR )

Aus 3.2.3 folgt weiter

Korollar 3.2.5. Seien v ein Cy(r)-Gewicht (0 <r<oo, 1<g<oo) und 0<p<oo.
Dann existiert zu jeder kompakten Menge K C Uy eine Konstante ck ,,>0, so dass

sup [ f(2)] < cxrg 11,
zeK

fiir jedes f € AP gilt.

AP bettet also stetig in H(Uy) ein. Damit konnen wir jetzt zeigen, dass die Bergman-
Réume mit Cp-Gewichten fiir 1 <p < oo Banach-Rdume und fiir 0 <p <1 p-Banach-
Réume sind.

Korollar 3.2.6. Falls v ein Cy(r)-Gequicht ist (0 <r <oo, 1 <g<00) , so ist AL in
LP(o,) abgeschlossen und somit ein min{p,1}-Banach-Raum (0 <p < 00).

BEWEIS. Sei (f,), eine Folge in AP mit Grenzwert f € LP(0,). Wegen 3.2.5 kon-
vergiert (f,), sogar gleichméssig auf Kompakta gegen f. Also ist f analytisch und
gehort somit zu AP. [

Im Hilbert-Raum-Fall p=2 existiert wegen (3.3) zu jedem a € Uy eine Funktion
K,(a,-) €A% mit

6a(f) = ([ Kula, -))o
fir alle feA2. K,(-,-) ist der reproduzierende Kern von A2. Man verifiziert
leicht, dass fiir die Standardgewichte v,,

1
(1= (w|a))*+N+H
gilt ([Rud80] 7.1.1). Ein nicht ganzzahliger Exponent o+ N +1 in diesem Ausdruck
macht wie schon zuvor keine Probleme.

K, (a,w) = Va,w € Uy
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3.3. Dualitit

Die Darstellung der Dualrdume der Bergman-Réume AP gelingt, wenn weitere Ein-
schrankungen an die Gewichte v gemacht werden. Nachfolgende Resultate gehen fiir
1 <p < oo auf [Lue8ba] und zum Teil bereits auf [Bek82] zuriick.

Sei s > N. Wir sagen, v erfiille die Bedingung Ep(s), falls ein ¢ > 0 existiert, so dass
fiir alle z € Uy gilt

00(S(2)P0u, . (S(2) 7" < (1~ ||2])". (By(s))
Mit S(z) bezeichnen wir weiterhin die in 2.4 eingefiithrten Carleson-Gebiete.

Eine verwandte Bedingung findet sich bei [Lue85a]. v erfiillt B,(cx) fir o> —1, falls
ein ¢ > 0 existiert, so dass fiir jedes z € Uy

aw(S(2)) P00, (S(2)7" < coa(S(2)) (Bp())
erfiillt ist.

v erfiillt B,(s) genau dann, wenn v(-)(1 —||-||2)~* der Bedingung B, (s — N — 1) geniigt.
Die Bedingung B,(0) wurde urspriinglich in [Bek82] eingefiihrt. Jedes Gewicht, wel-

ches B, (s) erfiillt, geniigt auch der Bedingung C,(r) fiir ein (und dann jedes) 0<r < oo
([Lue85a]). Wir werden spéter sehen, dass die Umkehrung nicht immer richtig ist.

Kz, w) = (%>

Wir haben bereits festgestellt, dass durch

(Paf)(2) = ; fw)Ky(z, w)dAy (w)

Fir s > N definieren wir

die Orthogonalprojektion P, von L? (vs_n—1) auf Agf N1 gegeben wird. Wir wollen
daraus zunéchst auch fiir 1 <p < oo Projektionen von LP(c,) auf AP gewinnen. Das
folgende Resultat aus [Bek82] zeigt die Signifikanz der Bedingung B, (s).

Lemma 3.3.1. Seien s >N und 1 <p<oo. Genau dann definiert Ps eine stetige
Projektion in LP(o,), wenn v die Bedingung By, (s) erfillt. Das Bild der Projektion
ist dann AP.

AP ist mit anderen Worten ein komplementierter Teilraum von LP(c,). Fiir die Stan-
dardgewichte erhalten wir speziell

Korollar 3.3.2. Sei 1 <p<oo. Genau dann definiert Psyny1 eine stetige Projektion
von LP(0y) auf A2, wenn (B+1) <p(a+1).

o’

Vergleiche dazu auch [Rud80] Kapitel 7, [FR74] und fiir den Fall N =1 [HKZ00]
Theorem 1.10.

Auf 3.3.1 beruht schliesslich der folgende Satz (vgl. [Lue85a)):
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Satz 3.3.3. Seien 1 <p<oo, s> N und v eine Gewichtsfunktion mit ép(s). Dann
qilt

(A7) ~ AL
Die Identifikation wird durch den (konjugiert linearen) Isomorphismus

B AT (AD) g [@g Fe [ @0 2 dAs(z)

Up,s
Un

gegeben.

Um den Fall p=1 einschliessen zu konnen, schrianken wir die zuldssigen Gewichte
nochmals ein. Sei weiterhin s > N. Wir sagen, eine Gewichtsfunktion v erfiille die
Bedingung D(s), wenn ein ¢ > 0 existiert, so dass

1 o(z) v(w) v(2)
ST S, TR T = D)
fir alle z € Uy gilt. Fiir N=1 geht diese Bedingung auf [Dom97] zuriick. Wegen
2.2.2(ii) und (v) erfiillt v genau dann D(s) wenn vo dieser Bedingung fiir ein und
dann alle ¢ € Aut(Uy) geniigt. Wir werden unten sehen, dass ép(s) aus D(s) fur
jedes 1 < p < oo folgt.

Erfiillt v die Bedingung D(s) fiir ein s > N, so sagen wir, v geniige der Bedingung
D.

Ist v ein D(s)-Gewicht fiir s > N und gilt zusétzlich

(1-— ||Z||2)s —0, (DO(S))

lim

lzl=1 v(z)
so erfiillt v die Bedingung D°(s). Die Bedingung D° ist dadurch definiert, dass
v der Bedingung D°(s) fiir ein s > N geniigt.

Aus 2.2.4 folgt, dass die Standardgewichte v, fiir alle s >a+ N +1 die Bedingung
DO(s) erfiillen.

D-Gewichte iibernehmen von den Standardgewichten eine Reihe von Eigenschaften:

Satz 3.3.4. Sei v eine Gewichtsfunktion, welche D(s) fir ein s > N erfiillt.

(i) Zu jedem 0 <r < oo exisitiert eine Konstante ¢, >0, so dass fir alle z1,z5 € Uy
mit 3(z1,22) <r gilt:
1
—u(z1) < v(z2) < ¢v(z).

Cr
(il) Zu jedem 0 <r < oo existiert ein ¢, >0, so dass fir jedes z € Uy gilt:

L 00(B,(2)) < v(2) < 60,(B,(2)).

Cr
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BEWEIS. Die erste Behauptung folgt aus der Definition und 2.2.2:

o(z) <e(1—||a?) /

vy 1= (2 [w)]*

SCr(l—HZ2H2)S/U %dm(w)gm(@).

Die andere Abschétzung erhalten wir durch Vertauschen der Rollen von z; und zj.

W) n e (w)

Die zweite Behauptung ergibt sich mit der Invarianzeigenschaft von Ay durch Inte-
gration der ersten Ungleichung iiber B, (z). |

Korollar 3.3.5. Erfillt eine Gewichtsfunktion v die Bedingung D, so ist 1/v lokal-
beschrinkt, d.h. beschrinkt auf jeder kompakten Teilmenge von Uy .

BEWEIS. Seien K C Uy kompakt und 0 <7 < oo beliebig. Wihle zy,...,2z, € Uy
mit K CJ;_, B, (%) und setze ¢ :=max; <<, 1/v(2x). Zu z € Uy existiert ein 1 <k <N
mit z € B,(z). Mit der Konstanten ¢, aus 3.3.4, gilt

1 1 c
< < —

v(2) T qu(z) T oo

Ein zu 3.3.4 analoges Resultat erhalten wir fiir Carleson-Gebiete S(z).

Satz 3.3.6. Falls die Gewichtsfunktion v fir ein s> N die Bedingung D(s) erfillt,
so existiert ein c, >0 mat

< /S(Z) v(w)dAn(w) < csv(2)

Cs

fiir alle z€ Uy, d.h. es qilt

BEWEIS. Die rechte Ungleichung ergibt sich aus

v(w)

[, vwiss@ ey [ i)

v(w)
<=l | i)
vy 1= (w[2)]
e
(L= {[=[1%)>
Dabei haben wir 2.4.2 und die Definition von D(s) verwendet. Fiir die linke Unglei-

chung wéhlen wir zu z€ Uy ein w, € Uy und r; >0 wie in 2.4.1. Dann gilt wegen
3.3.4

v(z) = ¢ /B v(z)dAy(w) < /B v(w)dAy(w) < ¢ [5 (zv(w)dAN(w).

T (wz) 1 (wz) ) .

<ci(1-|l2])

Folgendes Lemma erlaubt es, uns auf stetige D-Gewichte zu beschranken.
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Lemma 3.3.7. Seien r >0 und v eine Gewichtsfunktion. Dann ist die Funktion
Uy = Rz 0,(B(2))
stetig.

BEWEIS. Sei (2,), ein Folge in Uy, welche beziiglich der Bergman-Metrik gegen
z € Uy konvergiert. Fiir jedes n € N und r > 0 gilt

loy(Br(2n)) — 00(B,(2))] < / |1Br(zn) - ]‘BT(Z)|d0-’U = / 1Br(zn)ABr(z)dO—’U'
UN UN

Dabei bezeichnet AAB die symmetrische Differenz von Mengen A und B. Wenn wir

T}LH;O 1B, (zn)AB, () (W) = 0

fiir Ay-fast alle w € Uy zeigen kénnen, sind wir wegen des Satzes iiber die majorisierte
Konvergenz fertig.

Fiir w € B,.(z) setzen wir s:=(3(z,w). Dann existiert ein ng €N, so dass 3(z,,2) <
r—s fiir jedes n>ng gilt. Fiir diese n haben wir 3(z,,w) < 8(z,,2) + B(z,w) <r.
Also ist w € B,(z,) N B,(2) und somit 1p,(.,)aB,(-)(w) =0 fiir jedes n > ny.

Sei andererseits w € Uy \ B,.(2), also t := 3(z,w) >r. Wahle ng € N so, dass [(z,2,) <
t —r fiir jedes n > ny. Damit ist
Bw,zn) 2 f(w,2) = B(z,20) 2t = (t—71) =7

Somit ist w € Uy \ B, (2,) und 1p,(z,)aB. () (w) = 0 fiir jedes n >ng. Weil B,.(2) \ B,(2)
eine A y-Nullmenge ist, sind wir fertig. ]

Gemiss 3.3.4 gilt fiir r >0
0,(2) = 0u(B,(2)) ~v(z) (2 € Uy)

falls v ein D-Gewicht ist. v und v, erzeugen in diesem Fall denselben Bergman-Raum
mit dquivalenten Normen. Offensichtlich hat auch v, die Eigenschaft D. Somit kénnen
wir Gewichte mit D immer stillschweigend als stetig voraussetzen.

Korollar 3.3.8. Falls v die Bedingung D(s) fir ein s> N erfillt, so existiert eine
Konstante ¢y, >0 mait

1 v(z) . v() . i
%SO—MWS%LWWVVEWaEﬂ)

BEWEIS. Gemiss Definition, 3.3.4 und 2.2.2 gilt fiir jedes z € Uy

& l & w l & w
T 2 o T GTF ™ 2 f, T

L0
T Bl(o)|1—(2\0)|sdAN( )22, VOB 0))
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Dies ergibt die linke Ungleichung. Fiir die rechte Ungleichung seien r; >0 und w, zu
z € Uy wie in 2.4.1 gewihlt. Wegen der Invarianzeigenschaft von Ay, 3.3.4, 2.2.2 und
2.4.2 gilt

v(2) . v(2) . (e .
T~ T ™ = o TR
SC/B ﬂdAN(w)gc/ ﬂd/\]v(w)

o (ws) [1— (w]2)[? s(z) 11— (w]z)]*

<ef Gt anstze [ Tt canw

(2 [1=(w]2)] vy 1= (w]2)]
v(2)
SCs e
(1=1z]%)*
Dabei geht im letzten Schritt die Definition von D(s) ein. |

Man rechnet nun leicht nach, dass A? unter den Voraussetzungen von Korollar 3.3.8
stetig in A?_,_, einbettet. Wir werden in 5.2.1 sehen, dass diese Einbettung sogar
kompakt ist, falls v die Bedingung D°(s) erfiillt.

Wir zeigen nun, dass D(s) stéirker ist als B,(s). Es gilt etwas allgemeiner

Satz 3.3.9. Fulls v fiir ein s > N die Bedingung D(s) erfillt, so geniigt v? fir jedes
l<p<oound 0<q<1 der Bedingung B,(s).

BEWEIS. Anwendung von 3.3.8 ergibt

(5(2))=/5( )(v(w)q)‘p*/”(l—||w||2)sp*dAN(w)
B & —qp*/p w2 sp*—(qp*s/p) w
_/S(z) ((1_||w||2)5) (1—[lwl]%) dAn(w)

—qp*/p
SC(%) / (1= [fwl) =P d A (w).
—112]%)? S(z)

U(vq)p,s

Wegen

s _ P=4q_

p p—1

und da vg((p—q)/(p-1))-N-1 flir t > s(p—q)/(p—1) die Bedingung D(t) erfiillt, gilt wei-
ter mit 3.3.6

p's —

/ (1 _ ”wH2)p*sf(qp*8/p)dAN<w) < c(l B HZ”2)p*s7(qp*s/p).
S(z)
Zusammen haben wir

v(z —ar”/p o ap*s . ‘g
O'(Uq)p’s<S<Z>) <c (W) (1 — H2H2)p ar*s/p _ C’U(Z) qp /p<1 _ Hz”Q)p .
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Aus 3.3.6 folgt andererseits wegen ¢ <1

70 (S(2)) = /5 } VidAy < ( /5 ) vdAN)q < cvi(2).

Insgesamt ergibt sich wie behauptet
001(8(2)) Py, (S(2))17" < cv(2)Pu(2) P (1 — ||2]*)* = e (1 — [|2]*)".
|
Satz 3.3.10. Seien a>—1, 1 <p<oo und s > N. Genau dann erfillt v, die Bedin-
gung By(s), wenn s> (a+1)/p+N.

BEWEIS. Sei zuerst s> (a+1)/p+ N. Dann ist s:=p*(s—(a+N+1)/p) > N.
Fiir ¢ > s erfiillt

(Va)ps(2) = (1= ||y OV = (1 — 12|P)* = w5y
die Bedingung D(t). Also gilt mit 3.3.6
Olua), (S(2)) < e (1 — |22l i/e)
und weiter
UUQ(S(Z))l/pa(va)pys(S(Z))l/p* <e(1— ||Z||2)(a+N+1)/p(1_||Z||2)(s—((a+N+1)/p))
<c(1-]l2]%)
v, erfiillt also Ep(s).
Fir s <(a+1)/p+ N, d.h. s< N, haben wir andererseits

1— [[wlFdAy (w) = 1—||w||?)*dAy(w
/s@( w[[?)7dAy (w) /Mz)( |w|[?)7dA (w)
_ / (1= |- (w)[[*)7dA y (w)

z

(o

—a- P [ A= lelP)” )

1= (wl]2)|

(-l .
> 52 [l sy ).

z

Weil das letzte Integral divergiert, kann v, nicht ép(s) erfiillen. |

Fir (a+1)/p+N <s<a+N+1 erfiillt v, zwar B,(s), nicht aber D(s). Also ist
D(s) echt stérker als B,(s). Weiter kann auch aus C,(r) nicht ohne weiteres auf

ép(s) geschlossen werden, denn v, erfiillt C,(r) fiir jedes a > —1, wihrend fiir Ep(s)
zusitzlich o < p(s —N)—1 gefordert wird.
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Fiir das Weitere benotigen wir spezielle Funktionen. Fiir eine Gewichtsfunktion v,

s>N,0<p<oo,und w,z € Uy definieren wir
TS ¢ e 0
e 0= S — (w2

Fiir die Standardgewichte v, (o> —1) setzen wir
ka z = 1/pkv @ z = (
D (w) Co o,2(a+N+1),p, (w) ((1 _ (U} | Z))2
Dabei bezeichnet ¢, die Konstante von Seite 27. Direkt aus der Definition folgt

k:a,p,z = kﬁ,q,z
falls (« +N+1)/p=(8+ N +1)/q. Wegen

bl == 2Py |

U |1_ (w‘z>|2(a+N+1

:<1_HZH2)&+N+1/U (1_(w\i))a+N“ K,,, (z,w)doq(w)

2\a+N+1 1
:(1—HZ” ) 52((1—(’@0\2))‘1*]\7“)
1

= =y R
=1

)daa(w)

gilt fiir jedes z € Uy

||koc,p,2||oc,p = 1.

Die k.. sind also die in A2 normalisierten reproduzierenden Kerne von A2.

Fiir D(s)-Gewichte v bilden die Funktionen k, s, . lediglich eine beschrinkte Menge

.
in AP:

Lemma 3.3.11. Sei v eine Gewichtsfunkion, die D(s) fir ein s> N erfillt. Fir

jedes 0 < p < oo ist dann

sup ||kv,57p,z||v,p < 00.
zeUn

BEWEIS. Es gilt ndmlich

(1= ]
el = | dofw)
= fy o=l

Ol [ ) .
“ /UN|1—<w|z>|sdAN”

A=zl v(z)

BT I )

Die letzte Abschétzung ergibt sich wieder aus der Definition von D(s).
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Setzt man die Funktionen k, ;. in die Auswertungsfunktionale J,: A? — C ein, so

erhalt man .

sl L
162 i

Wir verallgemeinern jetzt Uberlegungen aus [Dom97] und bestimmen den Dualraum
von Al fiir D-Gewichte v. Dazu benétigen wir Riume vom Bloch-Typ, welche in
gewisser Weise als L*°-Versionen der Bergman-Raume betrachtet werden kénnen. Es
handelt sich dabei um Kopien des Raumes L>*(Ay) und dessen Teilraum Cy(Uy) :=
{f:Un — C stetig: lim,j—1 | f(2)| =0}.

Sei v eine Gewichtsfunktion. Wir definieren
3(\1, :={f:Un — C messbar, || f]lv0o:= sup |f(2)|v(z) < oo},

zeUn
Xv::)?vﬂf}{(UN),
5(\2 ={f:Uy — C stetig, : ”lillml\f(z)\v(z) =0},

X%:= XONH(Uy).

Unter |||, 00 ist X, ein Banach-Raum, und )?8 ist ein Teilraum von X,. Der Multipli-

kationsoperator f — f-v vermittelt einen isometrischen Isomorphismus von )/(\'U auf
L>®(Ay) und fiir stetige Gewichte v von X0 auf Cy(Uy). Falls 1/v lokalbeschrinkt ist,

so sind auch X, und X? vollsténdig. In dieser Situation gelten )?3 c X, und X C X,.
Nach 3.3.5 ist dies insbesondere richtig fiir D-Gewichte v.

Es kann passieren, dass der Raum )/(\'U trivial ist. Zum Beispiel folgt aus dem Maxi-
mumprinzip, dass X, = {0} fiir Gewichte v mit limy,—;1/|v(2)| =0 gilt.
Fiir Gewichte v mit C,(r) folgt aus
|f(a)[Pv(a) < CT/ |f(2)[Pdoy(2) < e |l fIl;, VYa€Uy,0<r<oo, (3.4)
Br(a) ’

dass AP C X ,1/p fiir jedes 0 <p < oo gilt und die Einbettung stetig ist. Fiir stetige
Gewichte, die lim|.|_1v(2z) =0 erfiillen, kénnen wir etwas mehr zeigen.

Satz 3.3.12. Fiir ein stetiges Cy(r)-Gewicht v mit lim,_,v(z) =0 gilt AD C X?, .

BEWEIS. Seien f € AP >0 und ¢, die Konstante aus 3.4. Nach Voraussetzung
existiert L:=sup,y, v(z)"/P. Wegen 3.1.1 existiert ein 0 <7y <1, so dass

9
— < —.
”f fTOHU,p — 2C7«L

Da f,, : Uy — CV stetig ist, existiert ein M > 0 mit | f,, ()| < M fiir alle z € Uy. Weiter
existiert nach Voraussetzung ein 0<r; <1 mit v(2)/? <e/(2M) fiir ||z|| >r,. Fiir
diese z haben wir

[F()0(2) P <1 F(2) = fro (2)|0(2) P+ | fro(2) [ 0(2) P
<L f = foll,,+ Mo(2)? <e,
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was die Behauptung beweist. ]

Fiir a € Uy ist weiter |f(a)| <e¢, ﬁ” fllv.00, sO dass auch das Auswertungsfunktional
0o : Xy = C: f— f(a)
beschréankt ist.

Wenn v der Bedingung D geniigt, konnen wir mehr zeigen. Fiir a € Uy und z € B,.(a)
existiert eine von a und z unabhéingige Konstante cr > () mit

f2)] < e ()Hvaoo_ " ()Ilfllvoo

Also finden wir zu jeder kompakten Menge K C Uy eine Konstante cx >0, so dass
sup [ f(2)] < ¢k || flv,o0-
zeK

Die Einbettung X, — H(Uy) ist also beschrankt.

Lemma 3.3.13. Sei v eine Gewichtsfunktion mit D(s) (s> N). Fir f €Al und
geX,, , ist f-geAl_y_, mit

17 gllsn—ra < A F My gl s 00

Insbesondere gelten X,  — AL_y_q und A — Al_y_; mit Norm 1.

BEWEIS. Die erste Behauptung folgt sofort aus der Definition von vy 5 (vgl. Seite
27) und

/U F - gldos 1 = / F@)]9(2)[0(z) (1 = 212 dAn(2) < [l [9llorne

Die Zusétze ergeben sich, weil f =1zu A} und g=1zu X,, , gehoren (vgl. 3.3.8). W

Als néchstes untersuchen wir die auf Seite 31 eingefiihrten Projektionen P, auf den
Réumen L'(o,) und L®(Ay) = L>®(0,).

Satz 3.3.14. Fir jede Gewichtsfunktion v mit D(s) (s> N ) induziert P; einen be-
schrankten Operator

P,: L'(o,) — L'(a,) (3.5)
mit Bild AL. Weiter ist

P, : L¥(An) = Xy, f
wohldefiniert und beschrdnkt.

BEwers. Fir f e L1 (0,) gilt mit einer Konstanten ¢ > 0 nach dem Satz von Fubini

|f(w —||w|| )?
/U i /U i |1 Ay ()i ()
v(w)

<c / IOl g A )
—c| £l
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Somit existiert Py(f)(z) fiir fast alle z € Uy, und es gilt || Ps(f)|l, 1 < fl, ;-

Sei jetzt f € L>°(Ay). Offensichtlich ist P;, f analytisch. Mit einer Konstanten ¢ >0
haben wir fiir jedes z € Uy (wegen D(s))

Pouf(2)|< / Wwlvtw) )y

uy [1=(z|w)]*

SHf”oo/UN %d/\ﬂw)édﬁh%'

Daher ist Py, f € X, mit ||Ps7vf||u1,s,oo <c|lfll o [ |

Fiir D-Gewichte kénnen wir schliesslich auch den Dualraum von A} bestimmen.

Satz 3.3.15. Fir jede Gewichtsfunktion v mit D(s) (s> N ) gilt
('A’ll})* = X'Ul,s'

Die Identifikation wird durch den (konjugiert linearen) Isomorphismus

DXy, (A g [cbg S [ ST elPras ()
gegeben.

Zur Vereinfachung der Notation verwenden wir

{(fr9)s = ; F(2)g(2)(1 — ||2]*)*dAn()

fiir s > N, sofern der Ausdruck auf der rechten Seite Sinn macht. Ebenso sei

roan = | f2)g(z)dAn(z).

BEWEIS. Wegen 3.3.13 gilt fiir f €A, und g€ X, |
[(Fdsl < ANl gl cpo0-

Fiir jedes g € X,, , ist also
O := (-, 9)s € (A)
wohldefiniert und beschrénkt mit ||®,(| < {/g]|s, 00, und

DX, — AN g,

v
existiert als beschrénkter, konjugiert linearer Operator.

Sei jetzt € (AL)" gegeben. Zu go P, € (L'(0,))” existiert ein g, € L*(0,) = L>(Ay)
mit

(poP)(f) = [ fg.doy

Un
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fiir jedes f € L'(0,). Speziell fiir f €Al haben wir

o) =p(P.f) = / (Pf)(2)35()do(2)

—|er>
/UN o O T (eupy P ()96 (2) (2
1

- UNf(w)(l—llwllz)S | e it

= [ fw) A= [w|]*)* Psuge(w)dAy (w).
Un

Da P;,(g,) in X,, , liegt, ist ® also surjektiv. ® ist auch injektiv, denn falls ®,=0
fiir ein g € X, _, so gilt fiir alle z€ Uy

1,57

) S N 1 N
0“1’9<<1—<-\z>>s) /UN""( T (w] 2y Pvte) = o) .

Die im Folgenden eingefiihrte Berezin-Transformation iibernimmt fiir Bergman-R&u-
me die Rolle, welche die Poisson-Transformation bei Hardy-R&umen spielt.

Seien p ein komplexes (Borel-)Mass auf Uy, v eine Gewichtsfunktion, welche D(s)
erfiillt (s> N) und 0 < p,q < co. Dann existiert fiir jedes w € Uy

(BY* ) (w) = / (1 — [Jw]|?)s2/» 4 = oo
' vy V(W)7P|1 — (2| w)|sa/P $pwll g

BP%5 1, ist die Berezin-Transformierte von p zu den Daten (v, p,q,s). Zum Beispiel
gilt fiir die Standardgewichte v, (o> —1) mit s=2(a+ N +1)

1 1— Hw”Q (a+N+1)q/p
BPa-s _ d .
e - = [ (7= (2

Cg[/p

Hier ist ¢, wieder die normalisierende Konstante von Seite 27. Wegen

\ 1 — [\ *? ,
v(w)P|(B M)(w)|§( — ol 1 (Un) < 2297 ||

fiir alle w € Ux gehort BP%*u zu )?vq/p mit || B2 1| yasp 0o < 2597 || ]| Also wird durch
B M(Un) = Xyorw : = BUp

ein beschrankter, linearer Operator definiert, die Berezin-Transformation zu un-
seren Daten.

Ist v sogar eine stetige Gewichtsfunktion, so sieht man wegen der Stetigkeit von
Parameterintegralen, dass auch die Berezin-Transformierte B2%°y stetig ist.
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3.4. Hardy-Riume

Wir fiithren an dieser Stelle die Hardy-Raume auf U ein, weil sie in verschiedener Hin-
sicht als Grenzfall « = —1 der klassisch gewichteten Bergman-Raume betrachtet wer-
den kénnen. Wir stellen einige bekannte Resultate zusammen, die wir spéter benoti-
gen werden. Fiir eine umfassende Behandlung verweisen wir auf [Dur70] (N =1),
[Rud80] und [Zhu05].

Fiir 0 < p < oo besteht der Hardy-Raum
Hp
aus den Funktionen f € H(Uy) mit

1/p
Hﬂ@wzsm>(é uv@mmW@Q o

0<r<1
|||l g» definiert eine vollsténdige min{1,p}-Norm auf H?. Der Raum
H>
besteht aus den beschrinkten holomorphen Funktionen auf Uy. Unter der Norm
[ f 1l g == sup [f(2)]
2€UN
ist das ein Banach-Raum.

Jede Funktion f€ HP (0<p<oo) kann durch die fiir 0 <7 <1 auf Uy definierten
Funktionen

fr(z) = f(rz) z€Uy

approximiert werden. Genauer haben wir lim, ., || f — f|| z» =0.

Ein bekanntes Resultat von Fatou besagt, dass fiir jede Funktion f € H? (0 <p < o)
F(¢) = lim £(r)

fiir my-fast alle ¢ € Sy existiert, und es gilt

1 e = 1l

Durch f f* wird H? also isometrisch isomorph zu einem Teilraum von LP(my).
Wir bezeichnen das Bild mit H?(Sy).

Wie bei den Bergman-Réumen sind die Auswertungsfunktionale
b, : HP - C: f f(2)
fiir jedes z € Uy beschrénkt. Dies folgt sofort aus der Ungleichung

oN/p
< T
‘f(Z)‘ — (1 . Hz”g)N/p Hf”HP? (3 )
welche fiir jedes f € HP und jedes z € Uy gilt. Bis auf die Konstanten ist dies die
Formel (3.2) mit = —1. Weil uns dieses Phdnomen noch mehrmals begegnen wird,

bezeichnen wir H? gelegentlich auch mit
AP
—_1-
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Wie bei den Bergman-Rédumen existiert im Fall p =2 ein reproduzierender Kern, d.h.
eine Funktion K_(-,-) auf Uy x Sy, so dass K_(z,-) € H*(Sy) fiir 2 € Uy und

f(2) =6:(f) = (f | Kalz, ).
K_4(-,-) ist der Cauchy-Szegs-Kern und wird gegeben durch

1
Koz = —
(1= (¢[2)"
In Analogie zum Bergman-Raum-Fall definieren wir fiir 0 <p < oo und z € Uy
(L — [l

k_1p.(w) = 0= (w] o) o (w € Uy).

Als beschrénkte analytische Funktion gehort k_; , , fiir jedes z € Uy zu HP. Es handelt
sich um einen Einheitsvektor:

v _ [ O=12DY  LeN . Z.O)dm
IIk—l,p,ZIIHp—/SN|1_(<|Z)|2Nd N ()= (1= SNK—l( QK _1(2,¢)dmy ()

= (1= []2])¥0.(K 1 (2,-)) =1.
(3.8)

Fiir jede kompakte Menge K C Uy existiert eine Konstante cx , > 0, so dass
sup |f(2)] < cxp | flgn VS EH" 0 <p<oo;
ze

HP bettet also stetig in H(Uy) ein. Aus (3.7) ergibt sich sogar, dass H? stetig nach
X, mit v=(1—-||>)? einbettet. Wir konnen etwas mehr zeigen.

Satz 3.4.1. Sei 0<p<oo. Fir v=(1—||-|>)N? gilt H> C X°. Die Einbettung ist
stetig.

BEWEIS. Seien f € H? und € >0. Wihle 0 <7y <1 so, dass
£
1f = Frollgr < > N
Da f,,: Uy — C stetig ist, existiert ein M >0 mit

|fro(2)| < M fiir alle z € Uy.

Weiter existiert ein 0 <7, <1 mit (1— ||w||?)N? <e/(2M) fiir |w|| > r;. Fiir diese w
haben wir also

F) | (L= [[w NP <[ f(w) = fr, () Q=[] P) P 4| frg (w0) | (1= [Je0] )P
SN[ f— frgll o+ M (1= w]?)MP <,
und dies beweist die Behauptung. |

Fiir die Zugehorigkeit einer Funktion zu einem Hardy-Raum sind insbesondere die
Funktionswerte in der Ndhe des Randes entscheidend. Eine Moglichkeit, diese zu
erfassen, bieten Maximalfunktionen. Fiir eine stetige Funktion f:Uy — C und 6 >0
ist die Maximalfunktion Msf durch

Msf(C) == sup [f(2)] (¢ €Sn) (3.9)

z€D5(C)
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definiert. Fiir die Definition der Approximationsgebiete Ds(() vgl. (2.11). Es existiert
ein ¢ >0, so dass fiir jedes f € H? (0 <p < o0)

(/SN IMaf(C)IpdmN(C))l/p <l - (3.10)

Wir werden bei der Charakterisierung von Carleson-Massen fiir Hardy-Raume davon
Gebrauch machen.

3.5. Atomare Zerlegung

Die nachfolgend durchgefiihrte ,,atomare Zerlegung® von Bergman-Raumen mit D-
Gewichten beruht im Wesentlichen auf Ideen aus [CR80]. Der Fall N =1 wurde fiir
vo bereits in [LP71] erledigt. Fiir Bergman-Raume mit Standardgewichten vergleiche
auch [Zhu05].

Da gewisse Voriiberlegungen unter allgemeineren Voraussetzungen gelten und wir die-
se spéter nutzbringend verwenden kénnen, holen wir etwas aus. Wir fixieren zunéchst
fiir ein 0 <r < oo ein r-Netz (z,), in Uy; sei k dessen Uberdeckungskonstante, und
sei 0 < p < oco. Weiter sei v eine Gewichtsfunktion, die Cy(r) fir ein 1 < g < oo erfiillt.
Fiir jede analytische Funktion f: Uy — C gilt wegen 3.2.3 mit einer Konstanten ¢ > 0

D 1 f(z)lPou(Br(z)) < CZ/ ( )|f\pdav < m/U | f|Pdo,.

Wir schliessen, dass
Rup i AY =17 f = (f(20)00(Br(22)))n

ein wohldefinierter und stetiger Operator ist. Falls v fiir ein 1 <p < oo der Bedingung
B,(s) (s> N) geniigt, so erfiillt v, s die Bedingung B,-(s) und damit ebenfalls die
Bedingung C,(r) fiir jedes 1< g <oo (vgl. 3.3). Somit ist R,,, ,- wohldefiniert, und
der adjungierte Operator

P — (AY )~ AP

Up,s

R*

Vp,s,P*
existiert. Wir verwenden in der Folge die eher uniibliche, aber fiir unsere Zwecke
praktischere , konjugiert lineare Identifikation®

P — (IP) 2 (by)n — [(an)n — ZG"E]'

und setzen entsprechend

<<6Ln)n, (bn>n>ll’ = Z Cbna.
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Fir f 6%[5;5 und jedes n € N gilt
(R, pren)s = (R, pefren)ir
= f(2)00,.. (Br(20)) ¥
= (.00, (Br(2)) /" K(207)) an

SN N O —

A=)

Somit haben wir

o
* 1/p*
R, ((an)n) g an0Oy, . (Br(zn))

n=1
Erfiillt v sogar D, so gilt
1(1— flal)® #3469 (1 — Jlaf*)* @D

Sl | b 1A S | bl | B o (B.(a))"/?
Co@ S By < B
Fiir (a,), € [P ist somit auch ( EnE /ngp”j(rgly)(zn))l )y € P, und wir haben

N (L—lzal*)* BN (L= lzal*)* o\ (Br(zn)) 7
Za"v(zn)l/”(l—(-\zn))s R Z( (2n)V/P0y, ( (n))l/p* ") (1=(lzn))°

e (G ) )
= ( G >(ja:puz<ﬂ<) MG ) )
<c[l(an)ull,.

Wir haben gezeigt, dass

TE 1P — A< (ap)y — ian q — Izl
’ n=1 v(zn) P (1= (| 20))°

wohldefiniert ist. Offenbar handelt es sich um einen linearen und stetigen Operator.

Betrachten wir fiir p=1 eine Gewichtsfunktion v, fiir welche v; ; die Bedingung D(s)
fiir s > N ertfiillt, so erhalten wir ebenso einen beschrinkten Operator

1—||Z 17)*
Tus 10— X, (a, ”'_)Z 1/p 1— (- |Zn))8

Seien nun 0 <p<1 und v eine Gewichtsfunktion mit der Eigenschaft D(s) fiir ein

s> N. Wir haben
RN
L / T ) < T

=t
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Fiir jede Folge (ay,), in [P ergibt sich

[e.e]

(1= H
Zﬁw )P (1—

n—

p

1
(1= ([ 2n))*/P

z
P
§cZ|an|p.
n=1

U?p

Auch in diesem Fall wird durch

o0 _ 2 s/p
. | (1 = [|znll*)
Tv,z; P — .AI; : <a”>n — Zanv<zn)1/p<1 - ( | z"))S/p

n=1

also ein beschréankter linearer Operator definiert. Zusammen haben wir gezeigt:

Satz 3.5.1. Fir0<p<oo, s> N und eine Gewichtsfunktion v definiert

7®) . P — 7 (an)n — ia (1-— ||Zn||2)t
vt * - \Un)n — n'U(Zn)l/p(]- _ ( | Zn))t

einen beschrdnkten Operator, falls
(i) 0<p<1, Z=AP, v die Bedingung D(s) erfillt und t=s/p ist,
oder falls

(ii) 1<p<oo, Z=AP, v die Bedingungen ép(s) und D erfillt und t = s gilt,

v’

oder falls
(iii) p=o0, Z=X,, v15 die Bedingung D(s) erfillt und t=s gilt.

Das Ziel ist es nun zu zeigen, dass bei geeignet gewéhltem r-Netz der Operator 7, U(ﬁ)

sogar surjektiv ist. Genauer wollen wir folgenden Satz beweisen.

Satz 3.5.2. Seien 0 <p<o00, v, s und t wie in 3.5.1. Dann existiert ein Operator
R,: AP =P, so dass

Somit ist unter diesen Voraussetzungen A? isomorph zu einem Quotienten von [”.

TR, — Idy (3.11)

Bemerkung 3.5.3. Ersetzt man in den zwei vorangehenden Aussagen den Operator
T;’;) durch

P _5 AP - (a — N (1 — HZ"HZ)S
P — AY: (an)n ; 0o (Br(2))YP(1 = (- | 20))*

so gilt fiir den Fall 1 <p < oo eine zu 3.5.1(ii) analoge Aussage fiir beliebige ép(s)—
Gewichte v. Ebenso bleibt unter diesen Bedingungen 3.5.2 richtig. Der Beweis dafiir
ergibt sich durch leichte Modifkationen der folgenden Ausfithrungen.

Das folgende zentrale Resultat iiber die atomare Zerlegung zeigt, dass mehr moglich
ist.
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Satz 3.5.4. Seien 0 <p<oo, v, s wie in 3.5.1. Dann gelten X, ~1*° sowie AP ~[P
fiir 0 <p < o0.

BeEWwEIS. Wir verwenden die Bezeichnungen aus 3.5.2. Wegen (3.11) ist Tzfﬁ)Rv
bijektiv, also T(t) surjektiv und R, injektiv. Weiter haben wir To R, = I'd 47, wobei wir
Ty = (TU(?R )~ T(t) gesetzt haben. Also ist P:= R,T} eine Projektion in [?. Sofort
rechnet man nach, dass das Bild von P mit dem Bild von R, zusammenfillt. Dass

daher das Bild von R, isomorph zu [? ist, folgt fiir 1 <p<oo aus [Pel60] (vgl. auch
[LT73]) und fiir 0 <p <1 aus [Sti72]. |

Fiir N=1 und 0 <p<1 vgl. auch [KT82].

Fiir den Beweis von 3.5.2 benotigen wir als erstes eine passende Zerlegung des Ein-
heitsballes.

Seien R >0 fest gewéhlt und (wy,), ein R-Netz in Uy. Fiir 0<r <R sei (z,), ein
weiteres r-Netz in Uy. Wir konstruieren eine spezielle Abzéhlung der z,. Seien 2
(1<1<1;) diejenigen Folgenglieder, welche in Bg(w,), aber nicht in Bpjs(wy) fiir
k> 2 liegen. Weiter seien zy; (1<I1<ly) die 2, aus Br(w,), welche wir noch nicht
gewdhlt haben, und die fiir kein £ > 3 in Bg/s(wy) liegen. So fortfahrend erhalten wir
eine Abzéhlung (2x)k; (1 <k <oo, 1 <I<I}) von (2,)n, so dass jedes z;; in Br(wy)
liegt und jedes z, in Bg/(z)) unter den z; auftritt.

Als néchstes konstruieren wir mithilfe des r-Verbandes (zy,;)r, eine disjunkte Uber-

deckung von Uy. Wir bilden

D1,1 = Br(Zl,l) \ U Br/Q(Zm n)
(m,n)#(1,1)
und weiter fir 2 <[ <[,

Dl,l =B le ( U BT/Q(Zmn U U Dl ])

(m,n)#(11)

Fiir k> 2 setzen wir

Dy =B\ (U Bplema)U U Dun)

(m,n)#(k,1) 1<m<k,1<n<l}
und fir 1 <1<

-1
Dy = B, (z1y) ( U BT‘/Q(’Zm n) U U Dy, U U Dk,j)-
j=1

(m,n)#(k,l) 1<m<k,1<n<ly,

Aus [Lue85b| iibernehmen wir

Lemma 3.5.5. Seien 0< R<oo und 0<p <oo. Dann existiert eine Konstante cg >0,
so dass

P <en [ 1iPday
BR(Z)
fir jedes f € H(Uy) und z € Uy gilt.
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Seien 0 <p < oo, v, t und s wie in 3.5.1 gewahlt und
g:=t— N —1.
Wegen

O'ﬁ Dkl Uﬁ<Br<zk,l>>p
Z|f (20 [P0 (2k0) (1= [|20]]2) tp—z|f k1) [P0 (280 (1= [z, ||2) B+ N+Dp

Scrz | ) Po(zea) Scol| Rop (DI

k.l

1st

R, A) = IP: f (f(Zk,l)U<Zk,l>l/p 90\ Dr) )
kl

(1 = llzkal?)’
ein beschréankter Operator. In der Folge unterdriicken wir zur Vereinfachung der
Notation die Abhéngigkeit von den gewihlten Parametern. Wir sind am Operator

S= Tv(ﬁ) R, interessiert. Er wird durch

03(Dry)
Zf Zkz 1_ |Zk,l))t

fiir f € AP gegeben. Die Hauptarbelt steckt in folgender Abschéitzung.

Lemma 3.5.6. Fiir jedes 0 <p < oo und jede D-Gewichtsfunktion v existiert eine
Konstante cgr, so dass

(1 — [Jwk])*

1/p
)= s < eSS (L )
fiir jedes f e AP gilt.

BEWEIS. Da die Polynome dicht in A? liegen, kénnen wir ohne Einschrankung
der Allgemeinheit f € Ag voraussetzen. Geméss den Voriiberlegungen und 3.3.14 gilt
fiir jedes w € Uy

=s1001=| | T parn Zf ) T
= fe) f (#.4) (3.12)
) Z/D Ay GGl
wobei
](w):;/lykl (€<i>(;{i:i§;t dog(z)
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und
1 1
Z/D " Wl (- (@lmyy |7
) ~ (w] )"
_%ll—wuk,l)v e e )

Wir schétzen zuerst I(w) ab. Aus dem Mittelwertsatz folgt fiir jedes f € H(Uy) und
alle w,w € Uy mit f(w,w) <r

- sl [ Z|wm B oL (a1 1))

m

Sllw—wll sup [|Vf(2)]|

2€Br(w)
Fiir jede Wahl von £ € N und 1 <[ <[ erhalten wir mit 3.5.5 fiir jedes z € Dy

1/p
|f(2) = fae)| <z =2kl sup HVf(Z)HSCRT(/B( )|f(2)|pd/\zv(z)>

ZEBT(Zk’l)

1/p
gcRr(/B ( )|f(z)|pdAN(z)) .

Durch Integration iiber Dy ; ergibt sich

/D G (N P Gl L /D F(2)— F(z0) [ dAn (2)

(1= (w]zk))* 1= (w]wg)[

) rsz(Dk,z)(l—HwkHQY( Aedow(s )”’”
<enrry /Bmm)lﬂ Pdon(2)

— (w|wy) "o (wg) /P

(1—[Jwe]]?)! ) Vp
<cpriNtt 1= (@] we) [Fo(we) 77 </BQR(M|)JC(Z)| day(z)) )

Gemiiss 2.3.1 existiert eine Konstante ¢ >0 mit I < 7 fiir jedes k € N. Durch Sum-
mation folgt

T 1 (1~ [|wi]?)! ) Vp
<CR;; + w|wk)‘tv<wk)1/p (/;2R(wk) |f<z)| dav(z))
(3.13)

—||wk|| - i)
= o TZH w|wk |tv wk)l/p /Bzg(wk)‘f<Z)‘ d U(Z) .
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Andererseits haben wir fiir 1 <k <oo und 1 <[ <,

(1—(w|z) _ z.z.z(m‘)c ; AN (12 .
/Dk’l|f(2)| T—(wl2)) l{dog(z) < cpry /Dk,z|f( N —]|2]]7) dAn(2)
< exr(1— g 2)! /D F(2)]dAx(2)

(1= [Jwral )" Aot
<enr I A (1 ( / L >)

M l12)t 1/p
SCRT2N+1—(1,U(1|1|}k)kiUp) (/B ( )|f(z)|pdav(z))

und damit
2)<c iz,{,wﬂ —Hwk”Q)t (/ |f(2)[Pd (z)) v
R Oy
k=1 [1=1 |1_ w‘wkﬂtv(wk)l/p Bar(wi) (3 14)
<renS st (i) |
1= (wlwe) [o(we) 7\, ’
Aus (3.12), (3.13) und (3.14) folgt die Behauptung. |

BEWEIS VON 3.5.2. Wir {ibernehmen die Bezeichnungen aus dem Beweis von
3.5.6. Sei zuerst 0 < p < oo. Dann gilt fiir f € AP mit 3.5.1

|f(w)=5f(w)|Pdoy(w)
Un

< PP Z 1_||wk||) / \f(z)\pda (z) v
—h « 1= (w]wr) "0(we) 7P \ J B, (1) !

p

p7v

1/p P (315)
|0 [ i)
Bag(wy)
p,v
<y / |f(2)Pdoy(z) <P [ |f(2)[Pdoy(2).
k—1 B2r(wk) Un
Fiir geniigend kleine r ist || Id 4 —TU(?RU <1.
Fiir p =00 wird wegen
05(Dr,1) 05(Br(2k,))
sup |f(Zk7l)|7’ > ||f||voosup g S G Hf”v,oo
k.l (1 = llzwall)* (L = llzwal])

durch

ein beschriankter Operator definiert. Wegen

TR, = (1) )

V1,s,t
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sind wir fertig. ]

Wir fiigen einige Folgerungen fiir den Fall der Standardgewichte v, an.

In [Sha76] wird gezeigt, dass fiir N =1 die Mackey-Topologie von A? (—1 < a < oo,
0<p<1) durch die Norm von A! mit o= (a+2)/p—2 induziert wird. Dabei ist
die Mackey-Topologie die feinste lokalkonvexe Topologie auf A?, welche denselben
Dualraum wie [A?, ||-||a.p] liefert. Mit Hilfe von 3.5.2 kénnen wir das leicht auch fiir
beliebige N > 1 beweisen. Konkret haben wir

Satz 3.5.7. Seiena>—1,0<p<lundo=(a+N+1)/p—N —1. Dann haben wir
AP C AL und die Mackey-Topologie von AP wird durch die Norm von Al induziert.

BEWEIS. Wie wir spéter sehen werden, bettet A? stetig in AL ein. Wie in [Sha76],
Beweis von Theorem 3, bleibt zu zeigen, dass eine beschréinkte Menge A C A? exis-
tiert, so dass jedes f € AP mit ||f||,1 <1 im AE-Abschluss der absolutkonvexen Hiille
von A liegt. Sei also ein f € AP mit || f]|,1 <1 gewahlt. Wegen 3.5.2 existieren eine
von f unabhéngige Konstante ¢ >0 und eine Folge (a,), € B, so dass im Sinne der

Norm von AL
o o
f=ed ankorz =c) nkaps,
n=1 n=1

gilt. Die Folge der Partialsummen liegt in der absolutkonvexen Hiille der in A? be-
schrinkten Menge A ={ckq,.:2€ Un}. Sie konvergiert punktweise gegen f und ist
in A2 beschrankt. Mit dem Satz {iber die majorisierte Konvergenz folgt, dass die
Reihe auch in AP konvergiert, und wir sind fertig. |

Aus 3.5.2 folgt sofort
Korollar 3.5.8. (i) Fir jedes a> —1 und jedes 0 < p <1 existiert eine Folge (z,)n
in Uy, so dass jedes f € AP eine Darstellung der Form
(1= [l )4
Z an
1 — (W | z) )2l NED /o

mit einer Folge (ay,), € P besztzt.

(ii) Fir jedes o> —1 und 1 < p < oo existiert eine Folge (z,), in Uy, so dass jedes
f € AP eine Darstellung der Form
(L [z D)0

flw) = Zan (1= (w]z,))tN+l

n=1

mit einer Folge (a,), € P besitzt.

Dieses Resultat erlaubt es, in gewissen Féllen die Bergman-Raume A? durch Teilrdu-

me zu ersetzen, die isomorph zu einem Quotienten von [P sind. Fiir den Spezialfall
N =1 vergleiche [DJR99].
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Nach 3.5.8(i) ist 7", v

Darstellung der Form

) fiir 0 <p <1 surjektiv; jedes f e AP hat folglich eine

Fw) =>" agkapz, (w)  (we Uy), (3.16)

mit Folgen (z,), in Uy und (a,), € P.
Fir 0<r<p<oound —1 <a < oo bilden wir den Raum
AP
der Funktionen fe€ AP, welche eine Darstellung (3.16) mit Folgen (a,), in " und

(o2

(zn)n in Uy zulassen.
3.5.8(i) besagt nun fiir o> —1, dass
AP ~ AP (0 <p<1) (3.17)
gilt.
Man rechnet leicht nach, dass A((f ") unter

1 llap.r := inf {(Z lan )" 2 (3.16) gilt}

n=1

ein min{r,1}-normierter Raum ist. Weiter ist die Abbildung

U : lr(UN) — -A((f7r) : (az)zeUN = Z azka,p,z

zeUn

surjektiv und stetig mit Norm 1. Somit ist AP isometrisch isomorph zum Quotienten
["(Ux)/u"1(0). Insbesondere haben wir es mit einem min{r,1}-Banach-Raum zu tun.

Direkt aus der Definition folgt
AP — A(ﬁq’r) (0<7r<p,q<o0)
falls (a+N+1)/p=(6+N+1)/q.
Satz 3.5.9. Firr <min{l,p} bettet AP stetig mit Norm 1 in AP ein.

BEWEIS. Sei f€AP") mit einer Darstellung (3.16). Dann haben wir im Falle
r<p<l

0 0
A, =11 tnkapzlltp <D lanl 1kapzlb,
n=1 n=1

00 0o p/T
S ops(Sar)
n=1 n=1
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Im Fall p>1 und r <1 erhalten wir

0 0
1oy =11 ankapznllap <D lanl1kapzllap
n=1 n=1

53

In beiden Féllen ergibt sich die Behauptung, wenn wir das Infimum iiber alle Dar-

stellungen (3.16) von f bilden.
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4. Carleson-Masse

4.1. Grundbegriffe

Wir {ibernehmen die Bezeichnungen aus dem vorigen Kapitel. Alle Masse p auf Uy
sind weiterhin positive endliche Borel-Masse. Wir lassen aber die Forderung fallen,
dass p(O) > 0 fiir alle nichtleeren offenen Teilmengen O C Uy gelten soll.

Seien v eine Gewichtsfunktion und 0 < p,q < co. Ein Mass p auf Uy heisst (v,p,q)-
Carleson-Mass oder g-Carleson-Mass fiir AP, falls durch f+— f ein beschrénkter
Operator

I A7 — L)
definiert wird. Es soll also eine Konstante ¢ > 0 existieren, so dass

[l < e 1F 1l (4.1)

fiir alle fe AP gilt. Obwohl I im Allgemeinen nicht injektiv ist, sprechen wir im
Folgenden von Carleson-Einbettungen. Zur Abkiirzung schreiben wir oft auch

I e LAY, L (1)),
falls i ein (v,p,q)-Carleson-Mass ist.

Im Fall v=v, (o> —1) verwenden wir auch die Bezeichnung (a,p,q)-Carleson-
Mass. Unter einem (—1,p,q)-Carleson-Mass verstehen wir ein positives Mass p
auf Uy, so dass

I:H? = L) s f o f
als beschriankter Operator existiert.

Fiir ein Mass p auf Uy sei

H= Us + f dAN )
seine Lebesgue-Zerlegung, wobei i, zu Ay singulir und f € L'(Ay) sind. Weiter seien
v eine beliebige Gewichtsfunktion auf Uy und 0 < p,q < oo. Wir haben

1/q 1/q 1/q 1/p
max ( \glqdﬂs) ( \g|qfdAN) g( |g\qcm) Sc( |g\pdo—v)
Un Un Un Un

fir alle g € A2, so dass mit p auch pgs und fdAy (v,p,q)-Carleson-Masse sind. Um-

v

gekehrt ist mit s und fdAy auch p ein (v,p,q)-Carleson-Mass, denn wir haben fiir

alle g € A
1/q 1/q 1/q
([ tatan) <2 ([ dgra) ([ i)
Un Un Un
1/p
:2(1/q)+1c</ \g|pdav) )
Un

Unter den singulédren Massen spielen die diskreten Carleson-Masse eine spezielle Rolle.
Sei p ein solches Mass auf Uy. Dann existieren eine endliche oder unendliche Folge

55
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2= (zn)n in Uy und eine Folge a = (a,), in I mit a, #0 fiir jedes n und
= Z an0s, -

Man rechnet leicht nach, dass pu genau dann ein (v, p,q)-Carleson-Mass ist, wenn der
gewichtete Restriktions-Operator

Rg,z Al (a}/qf(zn))n
wohldefiniert und beschrankt ist.

Absolutstetige Carleson-Masse gehoren zu Multiplikationsoperatoren. Ist ndmlich
p=nhdAy (0<heL'(Ay))
ein beziiglich Ay absolutstetiges Mass, so ist
Mg : H(Uy) — LO(Ay) : f = A9 f

wohldefiniert und linear. Genau dann ist p ein (v,p,q)-Carleson-Mass, wenn M1/
sogar einen beschrankten Operator

Mg AV — LY(Ay)
induziert.

Kompositionsoperatoren liefern eine weitere Klasse von Carleson-Massen. Fiir eine
analytische Funktion ¢ : Uy — Uy ist der Kompositionsoperator (zum Symbol ¢)

Co : H(Un) = H(Un) - f = fop
linear und stetig. Fiir ein Mass p auf Uy definieren wir das Mass

My = O gofl.

/\foso|pdu=/ Py,
UN UN

ist fiir 0 < p,q < oo der Kompositionsoperator
Cot AL — AL frs fog

genau dann wohldefiniert und beschrénkt, wenn p, ein (v,p,q)-Carleson-Mass ist.

Wegen

Wir sind speziell am Fall = woy fiir eine Gewichtsfunktion w interessiert. Fiir kon-
stante ¢ ist 0, , ein diskretes Mass. Andererseits sind Masse o, ,, zu nicht konstanten
Symbolen ¢ beziiglich oy absolutstetig. Wir verwenden ein klassisches Argument. Fiir
eine nichtkonstante, analytische Funktion ¢ : Uy — Uy ist

Z:={z€eUyx:¢'(z) =0}

abzdhlbar, also eine on-Nullmenge, und G :=Uy \ Z ist offen in Uy. Fiir jedes z € G
existiert ein r, >0, so dass ¢, := ¢| B, (=) injektiv ist. Weiter haben wir

G= U Brz<z)7

zeUn
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und offenbar existiert sogar eine Folge (z,), in G, so dass

G =JB.,

wobei wir zur Vereinfachung der Notation B,, := B,_ (2,) setzen. Wir bilden rekursiv
Qy := By und weiter Q41 := By,11 \Up_; Q& fiir n € N sowie damit Q:=J;~, Q,. Die
2, sind paarweise disjunkt, und es gilt on(Uy \ Q) =0. Fiir jede messbare Menge
M C Uy haben wir

e}

Owp(M)= /daww / wdaN:/ wdaN:Z/ wdo
e~ (M) e~ (M)NQ n=1" ¢ (M)N2y

> wd«m{zjl [ CRCIENEIENG
1
_Z/ ¢ () 2z ))‘Jsf?n((ﬁn e ))‘QdaN(z)

1
-, ZW I eI E s

Fiir z € p(Un) sei

(4.2)

1
) = 2 )

wobei (z;); die endliche oder unendliche Folge der Punkte in ¢~ '(2) mit Jo(z;)#0
ist. Dies ergénzen wir durch W, ,,(2):=0 fiir z € Uy \ ¢(Un). Mit (4.2) erhalten wir

G (M) = / Wi (2)dow ()

im Bergman-Raum-Fall ist das Mass o, , also absolutstetig beziiglich oy, und W, ,,
ist seine Dichte. In diesem Fall ,;sind“ Kompositionsoperatoren also auch Multiplika-
tionsoperatoren. Da es aber im Allgemeinen schwierig ist, die Dichten W, ,, zu einem
Symbol ¢ effektiv zu berechnen, ist dieses Resultat nur von beschrinktem Nutzen.
Deshalb werden wir im Folgenden Kompositionsoperatoren gesondert behandeln.

Kompositionsoperatoren und Multiplikationsoperatoren sind Spezialfille von gewich-
teten Kompositionsoperatoren, d.h von Operatoren der Form

uCl,: H(Uy) — LY(AN) : fr=u-(foyp)

mit einer messbaren Funktion w:Uy — C und einer analytischen Funktion ¢:Uy— Uly.
Offensichtlich ist uC, wohldefiniert und linear. Mit v =1 erhalten wir die Komposi-
tionsoperatoren, mit ¢ =idy, die Multiplikationsoperatoren. Eine leichte Rechnung
zeigt, dass uCy,: AP — L9(u) genau dann wohldefiniert ist, wenn (|h|%du)o@™"! ein
(v,p,q)-Carleson-Mass ist.

Gewichtete Kompositionsoperatoren erscheinen in natiirlicher Weise bei der Untersu-
chung von Kompositionsoperatoren auf Gebieten G C C¥V, die konform Aquivalent
zu Uy sind, d.h. es soll eine biholomorphe Abbildung 7: Uy — G existieren. Fiir N =1
handelt es sich genau um die einfach zusammenhidngenden Gebiete G & C. Dies ist
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falsch fiir N > 2. Zum Beispiel existiert keine analytische Bijektion vom Einheitsball
Uy auf das Produkt U} (Polydisc). Andererseits existieren solche Abbildungen fiir
Gebiete G C CV mit C?-Rand, welche eine transitive Automorphismengruppe besit-
zen, ferner fiir strikt pseudokonvexe Gebiete G C CV mit nichtkompakter Automor-
phismengruppe. Vgl. dazu [Kra82] 10.2.18.1/10.2.18.2.

Wir skizzieren im Folgenden, wie Fragestellungen iiber Kompositionsoperatoren auf
zu Uy konform &quivalenten Gebieten auf solche iiber gewichtete Kompositionsope-
ratoren auf Uy zuriickgefiihrt werden konnen. Vergleiche dazu fir N =1 [SS03].
Fiir dhnliche Uberlegungen im Zusammenhang mit Multiplikationsoperatoren vgl.
[Vuk99]. Sei AP(G) ={f € L*(0¢): f analytisch}. Dabei bezeichnet o die Einschrén-
kung des normalisierten Lebesgue-Masses (o (Uy) = 1) auf die Borel-Mengen von G.
Mit dem Transformationssatz 2.1.2 sieht man, dass durch

V,  AP(G) — A f e (JT)PP - for
ein isometrischer Isomorphismus mit der Inversen
1 -1
(ryor ! °7

VA - AP(G) s f
definiert wird.

Sei ¢ : G — G eine analytische Abbildung. Falls fiir 0 < p,q < oo
Cp: AP(G) = AYG) : fr= fop
als beschrinkter Operator existiert, so ist auch
VGVl AL — A
definiert und beschriankt. Fiir f € A erhalten wir
1
((Jr)or topor)¥r
Dies ist ein gewichteter Kompositionsoperator uC, mit
1
(Jr)oTlopo 7)2/p<

VOV, T = (- (fortogor).

U= Jr)1. Yp=71"toypor

Fiir Fragen tiber Carleson-Masse auf zu Uy konform dquivalenten Gebieten G modi-
fizieren wir diese Uberlegungen. Die Gruppe

Aut(G)

der Automorphismen von G besteht aus den Abbildungen der Form ¢ =Topor !
mit ¢ € Aut(Uy). Durch

Ac(A) = An(r7(4))
erhalten wir ein positives Mass auf G, das unter Aut(G) invariant ist und das nicht
von der Wahl von 7 abhéngt. Die Bergman-Metrik auf G ist durch

Ba(w,2) == B (w), 7 (2)) w,z€G

definiert (vgl. [Pom92] fiir N =1). Auch diese ist von 7 unabhéngig. Fiir z € G und
r >0 bezeichnen wir mit

BY(2) :={w € G : fa(w,z) <1}
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die offenen Bélle beziiglich der Bergman-Metrik auf G.
Fiir ein Mass p auf G wird durch

pr(A) = p(r~(A))
ein Mass auf Uy definiert. Dieses hdngt zwar von der Wahl der analytischen Bijektion

T ab, was aber fiir unsere Zwecke unerheblich ist. Ist namlich 7 : Uy — G eine weitere
analytische Bijektion, so wird fiir 0 < p < oo durch

Lp(:uﬂ') - Lp(,uTo) : f = f © Til ©To
ein isometrischer Isomorphismus definiert. Leicht verifizert man
feLll(u) < fore LP(ur).

Ist v: G —]0,00[ eine messbare Funktion, so definieren wir durch
do% = vdAg

ein Mass auf G. Mit v, :=wvor gilt offensichtlich
Op, = (Uf )

Analog zur Situation beim Einheitsball definieren wir den Bergman-Raum zum Mass
w auf G durch
AL(G) :=={f : G — C analytisch, f € L”(u)}

fiir 0 < p < 0o. Im Falle 1= 0% schreiben wir
AD(G) == AL(G).
Mit diesen Bezeichnungen haben wir

Satz 4.1.1. Durch f+— foT1 werden isometrische Isomorphismen

Se LP(p) = LP(pir) (4.3)
S, AL(G) — AP
S, AP(G) — AP (4.5)

definiert.

Insbesondere ist AL(G) bzw. AD(G) genau dann ein (p-)Banach-Raum, wenn A%
bzw. AL vollsténdig ist.

Die obigen Identifikationen erlauben es uns, Resultate iiber Carleson-Masse auf Uy
auch fiir Masse auf G anzuwenden. Seien v:G — C eine messbare Funktion mit
v(z) >0 fiir jedes z € G und 0 < p,q < co. Ein Mass p auf G heisst (v,p,q)-Carleson-
Mass, falls
I:AG)— Li(pu): fr—f (4.6)
wohldefiniert und beschréankt ist. In diesem Fall gilt
S;oloS-'f =7

so dass auch die Einbettung

T:Ay — L) f— f (4.7)
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wohldefiniert und beschrankt ist. Wird andererseits durch (4.7) ein beschrankter Ope-
rator definiert, so sieht man analog, dass auch der Operator (4.6) wohldefiniert und
beschréankt ist.

Die auf Uy zuriickgezogenen Gewichte v, erfiillen im Allgemeinen keine der in Ka-
pitel 2 eingefithrten Bedingungen. In wichtigen Féllen existieren aber eine injekti-
ve, analytische Funktion ¢: Uy — C ohne Nullstellen und eine D-Gewichtsfunktion
v: Uy — R, so dass gilt

v, =voT=|pv. (4.8)
Fiir ein Mass p auf Uy definieren wir in dieser Situation das Mass u? :=|p|du be-
ziehungsweise die Gewichtsfunktionen v¥:=7v|p|. Offensichtlich gilt (05)% = ope. Fiir
0 <p<oound jedes f € LP(u) haben wir

/ oM Py = / Pleldi = 111,
UN UN

Durch
My s IP(u?) — LP(u) < f v f - o
wird also ein isometrischer Isomorphismus definiert. Der inverse Operator ist M,-1/p.
Da mit f auch f-'/? analytisch ist, induziert M 1/» einen isometrischen Isomorphis-
mus
]\/4;1/,) cAY, — AL
Insbesondere ist A%, genau dann ein Banach-Raum, wenn dies fiir AL gilt.

Seien u, v, @, p, q so gewihlt, dass die Carleson-Einbettung
I: AL — LY(p?) : f e f (4.9)
mit 1) = p~9/P existiert. Wegen
Mye IMypf =f VfeAL,
ist dann auch
I:A%, — L) (4.10)

wohldefiniert und beschréankt. Sind andererseits die Parameter so gewihlt, dass (4.10)
als beschrinkter Operator existiert, so folgt aus

T_ as-1 77-1
I = Mwl/q[Meofl/P’

dass auch der Operator in (4.9) wohldefiniert und beschrankt ist.
Neben den Bergman-Réumen mit Gewichten beziiglich des invarianten Masses Ay

sind wir auch an Bergman-Raumen mit Gewichten beziiglich des normalisierten Le-
besgue-Masses oy interessiert. Mit dem Transformationssatz 2.1.2 erhalten wir fiir
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eine Borel-messbare Menge B C G

on(B)= doy= JrT(2)don(2)= J1(2)|2don (=
B=[ . dov=] e [ e don ()
= [ TPl an )

= BUT(T“(z))\Q(l—HT*I(Z)HQ)N“dAG(z)

ZLIJT‘l(Z)I‘Q(l—IIT‘l(Z)IIQ)N“dAG(Z)-

Das normalisierte Lebesgue-Mass o ist also beziiglich des invarianten Masses abso-
lutstetig, und es gilt

doy = [JT7H ()21 = [771()II) ¥ dAe.
Ist v eine Gewichtsfunktion auf G, so gilt
(vdow), = ()T () PA=I77 ()% dAe),
=|(vor)JT (T )21~ |7 or )T dAy
=|(vor)Jr(-)*(L=[]-[*)** dAw.

(vdon). besitzt also beziiglich Ay eine Dichte der Form (4.8) mit p=|J7|* und
v=(vor)(1—|- [

Eine mogliche Verallgemeinerung der Standardgewichte auf zu Uy konform &quiva-
lente Gebiete bilden die fiir a > —1 definierten Gewichte

09 (2) = dist(z, 0G)°.

«

Dabei bezeichnet fiir ein z € C und A CCV
dist(z, A) := inf{||z — w| : w € A}
wie iiblich den Abstand von z zu A. Offensichtlich ist v$(z) >0 fiir jedes z € G.

Bemerkung 4.1.2. Fiir N =1 und einfach zusammenhingendes G & C konnen die
auf Uy zuriickgezogenen Gewichte mit den Standardgewichten auf U; verglichen wer-
den. Ein Satz von Koebe (vgl. [Pom92] 1.4) besagt, dass fiir jede analytische Funktion
7:U— @G

1

1 (L= 2P ()] < dist(7(2), 07(U1) < (1 = 2117/ (2)]

gilt. (v§), =dist(7(2),07(U;))* erzeugt also den gleichen Bergman-Raum wie v |7
Diese Gewichte sind wiederum von der Form (4.8). Wir konnen also unsere Resultate
auch in dieser Situation anwenden.

|

4.2. Carleson-Einbettungen fiir Bergman-R&ume

Wir betrachten in diesem Kapitel ¢-Carleson-Masse fiir gewichtete Bergman-R&ume
AP (0 < p,q<o0). Dabei beschranken wir uns auf D-Gewichte v. Die Resultate fiir
Carleson-Einbettungen I:A? — L4(11) unterscheiden sich wesentlich in den Féllen p <gq
und p > q.
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Der Fall p<gq

Fiir den Spezialfall der Standardgewichte o, sind die nachfolgenden Resultate mehr-
heitlich bekannt. In [OP74] wird der Fall N =1 und p < ¢ behandelt. Hastings [Has75]
(fiir =0, p<gq) und [CW82] (a=0, p=g=2) verallgemeinern diese Resultate auf
den Fall mehrerer Variablen. Der folgende Beweis fiir die Charakterisierung der
Carleson-Masse fiir D-Gewichte geht zuriick auf Ideen aus [Lue83], wo allerdings
nur der Fall der Standardgewichte behandelt wird.

Satz 4.2.1. Seien s > N, v eine Gewichtsfunktion mit der Figenschaft D, v ein Mass
auf Un, 0 <p,q,r <oo mit p<q. Dann sind dquivalent:

1/q 1/p
() (/U |f|qdu) s(/U Ifl”dov) VfeAr.

(ii) Zu jedem r-Verband (z,), ezistiert eine Konstante ¢, >0, so dass gilt:

N(Br<zn))1/q
— 7 <.
P B ) =

(iii) Es gibt einen r-Verband (2,)n, so dass

B,(z,))Y4

n Ou(Br(2))1P

(iv) Es existiert ein ¢, >0, so dass fir jedes w € Uy gilt:

p(Bw)Vr
oo (B (w17 =

(v) sup BP**u(z) < oo.

zeUn

Hier ist B2%°y die in 3.3 eingefiihrte Berezin-Transformierte von p.
Wegen 3.3.4 kann in allen Aussagen der Ausdruck o,(B,(z,))"/? durch v(z,)"/? ersetzt

werden. Wir werden in der Folge héufig davon Gebrauch machen.

BEWEIS. Wir beginnen mit (i)=(v). Fiir w €Uy haben wir fiir die Berezin-
Transformierte von

— lwl|?)s9/P
Ty g

1y 0(w)4/P|1 = (2| w)[sa/p (2)

el alv
= </[]Nv<ful>|l<!|v)~u>|sd"”(z))

=c, Hkv’s,p,ngvp <¢, <00.
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Fiir (v)=(iv) verwenden wir 3.3.4(ii) und 2.2.2(ii):

p(Br(w)? _ p(By(w) (1= [w]?) I S
o (B, (W) = o(w)r T uw) (/T(w)(1_||w||2)sq/pd”( ))

1— 2\sq/p 1/q
co(f M)
By (w) V(W) YP|1 = (2| w)|sa/P

) (=l N
. T(/UNv<w>q/p|1—<z|w>|sq/pd“< >)
— e (BY ) (w) .

(iv)=-(ii)=(iii) sind trivial. Fiir den Beweis von (iii)=(i) sei (zy), ein r-Verband, der
(iii) erfiillt, und sei x dessen Uberdeckungskonstante. Unter Verwendung von 3.2.4
erhalten wir:

e <z/r% et

q/p
n(B p
rqu% S ( [ I i)
[e’e) q/p
< ( / M)| <w>|pdav<w>)

<crnn (Z [ s, >>/<( / le(w)lpdav(w))q/p-

Bemerkung 4.2.2. Eine Analyse des Beweises zeigt, dass in Satz 4.2.1 auf die End-
lichkeit von p verzichtet werden kann und sogar beliebige regulire Borel-Masse p auf
Uy zugelassen werden koénnen.

Bemerkung 4.2.3. Die Schritte (i)=-(v)=-(iv)=(ii)=(iii) gelten ohne Einschrénkung
fiir alle 0 < p,q < oc0.

Wir werden in 4.6.5 sehen, dass fiir Standardgewichte v, die Bergman-Bille B, (z)
durch Carleson-Gebiete S(z) ersetzt werden kénnen. Genauer gilt:

Satz 4.2.4. Fir a>—1 und 0<p<g<oo ist u genau dann ein (a,p,q)-Carleson-
Mass n(S(2))

, wenn zSGUUIJ)V (1 — Hz”)(aJrNJrl)q/p

< Q.
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Der Fall p>gq

Wie bereits erwahnt, unterscheiden sich die Resultate fiir diesen Fall wesentlich von
den vorangehenden.

Satz 4.2.5. Seien v ein D-Gewicht, p ein Mass auf Uy und 0 <q<p<oo. Setze
weiter w:=p/(p—q). Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) 1: AP — L9(p) ist wohldefiniert und beschrankt.

o0 B w
(i) Fir jeden r-Verband (z,), gilt Z (%) -
n=1 "

o0 B u
(iii) Es gibt einen r-Verband, so dass gilt E (%) < 0.
v(2n
n=1

(iv) Es existiert ein >0, so dass /
Un

Wie schon vorher, erlaubt es 3.3.4 ¢,(B,(z)) durch v(z) zu ersetzen.

)udo—v(z) < 00.

Fiir den Fall N =1 und Standardgewichte hat Luecking zwei Beweise gegeben. Die
Ideen aus [Lue86] wurden spéter in [KC91] aufgegriffen. Wir verallgemeinern bei
unserem Beweis die Strategie aus [Lue93].

~ BEWEIS. (i)=(ii): Seien (@), in ¥ und (2,), ein beliebiger r-Verband mit der
Uberdeckungskonstanten . Mit der Voraussetzung und 3.5.1 erhalten wir

/UN pdav<z)> afp

q

du(z) gc(/UN

T8 ((an)n)

e (1= |22)" & (1= |z12)"
2 T L= Gl ;a"v@n)vpa—wn))f

n=1

q
=C

U?p

00 q/p
Scu<an>nugzc(2\an\p> .
n=1

Dabei haben wir ¢ wie in 3.5.1 gewahlt.

Seien 7, die Rademacher-Funktionen (vgl. (1.3)). Ersetzen wir in der vorangehenden
Formel (a,), durch (r,(s)a,), und integrieren nach s € [0,1], so erhalten wir unter
Anwendung des Satzes von Fubini und der Khinchin-Ungleichung (vgl. 1.1.6)

) q/p ~ )

P 1 (S (1—Han2)t s
C<;|an| ) Z/0 /UN ; n(s) "U<zn)1/p<1_<z|zn))t du(z)d
B N (e 4 [

_/UN/O ; () "0(2) VP (1= (2] 20))t dsdp(z)

[e'e] q/2
q O )
24y <Z' ! v<zn>2/pu—<z|zn>\2t> Wz)
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Hierbei ist A, die Konstante aus der Khinchin-Ungleichung. Fiir 2 <gq ergibt die
Stetigkeit der Einbettung % — [4

oo a/2
1g, (z z)|ay,|? / 18y, () (2)]an|?
r(2n du(2) < r\en du(z).
/UNnZ q/p uz) < Un Z v(2,)%/P pz)

n=1

Im Fall ¢ < 2 liefert die Holder-Ungleichung;:

L e (2] 2 1, (D) (S o
BQ’” Zn n BQT‘(ZW,) n

dp(z) < 1 d
[ >l < | (Z o ) (ng BQT<ZR><z>> e

n=1

0o q/2
<K11*Q/2 Z 1B2r(zn)(z)|an|2 d (Z)
i 0(z )27 e

n=1

Mit ¢, :=max{1,x!~%2} ist also in jedem Fall

L o) (2) 0] = 1y e (Dlaal? "
Bgr(zn n Bar(zn) n
/UNZ ST dp(z) Scﬁ,q/ (Z FENEE ) du(z),  (4.11)

n=1 UN n=1

und wir erhalten

M BQT Zn 1B r(2n) ‘CLn‘
Z| L vy 0 )4/P / Z 2 (2 q/p dp(z)

n

00 q/2
]‘BQT(Zn)<z)‘an|2
SCM/UN (Z 0(z)2/P dp(z)

n=1

0o q/2
L oy (2]t (1= [ 2 ]])?
<onn / r(en dpi(2)
o (Z 0 ()27 L— (2] 2 |2
q/
(1= [z ]l)?
<eor d
eura ], ( =z ) )

s q/p
< C,@J;q Z ‘an ‘p )
Aq n=1

Fiir eine Folge (b,), € IP/7 ist also

B a/p
T Zn

S AP <o (e
Wegen u=p/(p—q) = (p/q) erhalten wir

(M) LR

U(zn)(I/p

NE

1

Das ist (ii).

(il)=-(iii) ist trivial.
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(iii)=(iv): Fir z € B,(z,) gilt B.(2) C Bgr(zn) Mit 3.3. 4() und (ii) erhalten wir

) g
/U i (irz()zu do,(z <Z / " dav(z)
<CTZ/ y BQ?" Z" ) D208 %0)) G, (2)

T

=Cr27“ i (B (20)

o)

o3 (M)

(iv)=-(i): Wir verwenden 3.2.3, den Satz von Fubini und 3.3.4.

It <e [ [ st @ () 2

q # Wdo (=
meea | WEI [, i)
< || 1S L du(w)doy(2)

B.(z) 0 U( 7"( ))

. 1B () |
=cra | 162) ((z)) 7a(2)

=cra (/U AFdou(z) ( ( :<<zz>>>>>ud"”<z>>l/u'

[ (E5e) we)

Mit

folgt so

Aus dem Beweis von 4.2.5 ergibt sich fiir p > ¢ nicht direkt eine Charakterisierung mit
der Berezin-Transformierten B2%*y von p. In Ergénzung zu 4.2.5 haben wir jedoch

Satz 4.2.6. Seien v eine Gewichtsfunktion, welche D(s) fir ein s> N erfillt, p
ein Mass auf Uy, 0<q<p<oo. Falls BP%*yuc [P/P=D(Ay), so ist I: AP — LI(u)
wohldefiniert und beschrdnkt.
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BEWEIS. Wie im Beweis von (v)=-(iv) in 4.2.1 zeigt man fiir jedes w € Uy

(B (w))e (1 — [w|?)sa/? 1/q -
W = (/UN v(w)P|1 — (2| w)\sq/pd/”L(Z)) = c(By*"n) / (w),

wobei ¢ eine von w unabhéngige Konstante ist. Aus 4.2.5 folgt die Behauptung. W

Bemerkung 4.2.7. Aus den Beweisen von 4.2.1 und 4.2.5 entnimmt man: Seien
ein Mass auf Uy und r > 0. Fiir jedes 0 < p,q < oo und jede Gewichtsfunktion mit D
existiert eine Konstante ¢ = ¢(p,q,v), so dass fiir p<gq

1 fu(Br ()1 (B ()9
- = | AP L < —_ 4.12
c zsellljl?v U(Z)l/p = || v (,u)” >~ CZSEUUI])V U(Z)l/p ( )
und .
—|By " ull < I AY — LU p)||* < cl| By ull, (4.13)
C

gelten. Fiir ¢ < p haben wir

0 (M)qdavs Iz — o)) <

c v(z) U

Setzen wir

2))V/a
Hypgu(2) = %7

so konnen wir die Sétze 4.2.1 und 4.2.5 wegen

/U ) %dav(z) = /U : %dm(z) = /U } (%)W(pq) dAn(z)

folgendermassen zusammenfassen:

Korollar 4.2.8. Seien v eine D-Gewichtsfunktion, p ein Mass auf Uy, >0 und
0<p,q<oo.

(i) Fir0<p<g<oo gilt I € L(AP, L (1)) genau dann, wenn H,,, , € L>®(Ay).
(ii) Fir0<g<p<oo gilt I € L(AE, L (1)) genau dann, wenn H,, 4, ein Element
von LPY/P=D(Ay) ist.

4.3. Folgerungen

Wir befassen uns zuerst mit einigen Folgerungen, die sich direkt aus den vorangehen-
den Aussagen ergeben. In den folgenden Korollaren bezeichnet p wie bis anhin ein
endliches positives Borel-Mass auf Uy.

Aus 4.2.1 und 4.2.5 erhilt man

Korollar 4.3.1. Seien v eine D-Gewichtsfunktion, 0 < p,q < oo und 0 <t < oo. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) e L(AY, L (1)),
(i) IeL(AY, L ().
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Fiir die Beschrankheit ist also nur der Quotient p/q massgebend.

Weiter konnen wir die Stetigkeit von Einbettungen von Bergman-R&umen mit ver-
schiedenen Gewichten miteinander in Beziehung setzen.

Korollar 4.3.2. Seien s,s' > N, v,v D-Gewichte, 0 <p<r<oo und 0<q<t<oo.
Falls ein ¢ >0 mat
,'5(2)15/(]
<c
(Z)T/p -
existiert, so sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) T€L(AL L7 ().
(i) 1 € L(AL L (1)),

<

Q=
I~

Speziell gilt:

Korollar 4.3.3. Seien 0 <p,p' <q,r,r' >0 und v eine Gewichtsfunktion, so dass v"
und v" die Bedingung D erfiillen. Falls v/p=1"/p', so sind dquivalent:

(i) 1€ L(AG L9(p)).
() 1€ LAP, L9(u)).
Wihlt man v=1—-||> und r=a+N+1, r'=a’+ N +1, so erhilt man

Korollar 4.3.4. Seien —1 < a,a/ <oo, 0<p<g<oo und 0<p' <q¢ <oo. Falls
¢ (a+N+1)/p=¢ - (&’ +N+1)/p', dann sind dquivalent:

(i) 7€ L(AL, (1))
(i) 1€ L(AL,, L),
Fir p<gqist also q- (a«+ N +1)/p der relevante Parameter.

Insbesondere erlaubt uns 4.2.8, Bedingungen fiir die Existenz von Inklusionen zwi-
schen Bergman-Raumen anzugeben.

Korollar 4.3.5. Seien s,s' > N, v,v" D-Gewichtsfunktionen, und 0 < p,q < oc.

(i) Fallsp<gq, so gilt A? — A%, genau dann, wenn ein ¢ >0 mitv'(2)Y4/v(2)YP <c
fiir alle z € Uy existiert.
(ii) Falls ¢<p, so gilt AL — A?, genau dann, wenn v'*//vt/P € [PI/P=D(Ay).
Fiir p=¢q rechnet man dies leicht direkt nach.

Setzt man nun v(z) = (1 — [|2]|?)*™¥*! und v/(2) = (1 — ||2]|?)°+¥+1, so erhiilt man ein
fir N =1 wohlbekanntes Resultat (vgl. [Hor74]).

Korollar 4.3.6. Sei —1<a,f <00 und 0 <p,q< 0.

(i) Falls p<gq, so gilt A}, — A} genau dann, wenn (a+N+1)/p<(B+N+1)/q.
(ii) Falls g <p, so gilt AE, — A% genau dann, wenn (a+1)/p<(8+1)/q.
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Hervorzuheben ist, dass die Bedingung (ii) von der Dimension N unabhéngig ist.
Weiter ist in vielen Fillen eine Reduktion auf Hilbert-Rdume moglich.

Korollar 4.3.7. Seien —1 < a,a’ < o0o.

(i) Falls 0<p<g<oo und &’ + N+1=q(a+N+1)/p, so gilt I € L(AP,LI(1))
genau dann, wenn I € L(AZ, L*(1)).

(i) FallsO<g<p<ooundp'/2=2/q¢d=p/q, so gilt I € L(AP, L% (u)) genau dann,
wenn I € L(A2, L7 (1)) bzw. I € L(AY L (p)).

4.4. Carleson-Einbettungen fiir A?"

Die Resultate iiber die atomare Zerlegung legen es nahe, dass mindestens teilweise

die Bergman-Réume A? durch die Réume AP ersetzt werden konnen. Jedenfalls fiir
p <q ist die Vermutung richtig. Betrachtet man fiir v =v, den Ausdruck in 4.2.1(v)
genauer, so erhilt man mit s=2-(a+ N +1)

s N4 1|22 VP
ap e ey [ ()
zeUn 2€UNnJUpN ‘1—<Z|w)‘2

= ZSELIIJIJ)V ”kohpvz ”q#,c :

dp(w)

Dabei sind (N1
-z " "

kap.(w) = <—

' (1= (z|w))?
weiterhin die in A? normalisierten reproduzierenden Kerne. Ob p ein (v, p,q)-Carle-
son-Mass ist, wird allein durch die Normen von k, . in L(x) bestimmt. Die Rdume

(w S UN)

AP™) erlauben eine Prézisierung dieser Beobachtungen.

Wir beginnen mit einer Charakterisierung der Existenz und Beschrénktheit der for-
malen Identitét 7: AP — Li(p).

Satz 4.4.1. Seien 0 <p,q< oo und r <min{l,q}. Dann sind dquivalent:

() T€L(AD" I9().
(ii) SUP.cuy Hka,p,zng,# < 00.

BeEWEIS. (i)=(ii) folgt sofort, da ||kap.z|lapr <1 fir alle z € Uy gilt.
Fir (ii)=-(i) sei f € AP mit einer Darstellung

f = Z a’nka,p,zn (415)
n=1

gegeben, wobei (a,), € I" ist. Fiir jede Folge (z,), in Uy gilt im Falle ¢ <1

(e’ ') [e’e) %) Q/T
S ko, szwnka,p,znng,ﬂs&zmnwsa(zmnr) |
n=1 m n=1

n=1 n=1

q

111G, =

q,
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und im Fall ¢ > 1 erhalten wir

00
n=1

In beiden Fillen folgt die Behauptung durch Ubergang zum Infimum iiber alle Dar-
stellungen (4.15) von f. [

11l =

00 00 00 1/r
szwuka,p,znuq,ﬂgczmas(zmnr) |
n=1 n=1

qu 1=l

Es ergibt sich direkt das folgende Korollar.

Korollar 4.4.2. Seien 0 <p,q<o0, 0<r,s <min{l,q} undt>r/q. Dann sind dqui-
valent:

(i) e L(APT La(p)).
(i) T€L(AW"™ La(u)).
(iii) 1 e L(ADP™ LI(p)).

Im Bezug auf die klassischen gewichteten Bergman-Rdume haben wir:
Satz 4.4.3. Seien 0 <p<g<oo und r <min{l,q}. Dann sind dquivalent:

(i) I€L(AL, LY (p)).
(i) 7€ L(AP" Li(u)).

BEWEIS. (i)=(ii): Fiir p > r folgt die Behauptung sofort aus 3.5.9. Sei jetzt p <r.

Aus 4.3.1 und (3.17) folgt, dass [:Agzﬂg’” — LT/P(1) stetig ist. Fiir s =p/r gilt
s>p/q=r/(rq/p), und 4.4.2 liefert die Existenz und Stetigkeit von I : A%" — L1(y).
(il)=(i): Fiir s=r/p gilt s >r/q, und wegen 4.4.2 und (3.17) existiert die Einbettung
[ A" =AU — Lo/p(y) und ist beschrankt. Mit 4.3.1 folgt (i). u

Fiir p < g konnen wir also vom Bergman-Raum A? auf den im Allgemeinen kleineren

Raum A%" wechseln. Im Gegensatz zu den Bergman-Réumen gelten aber hierfiir die
gleichen Charakterisierungen auch im Fall p > q.

Eine weitere interessante Ergénzung von 4.2.8 beinhaltet das folgende Korollar.

Korollar 4.4.4. Fir1<g<p<oo und a>—1 mit Np/q—N —1 <« gilt
vanq,u = L/ (AN) = vanq,u € L™ (AN)-
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BEWEIS. Mit o/ + N+1=(a+N+1)p/q gilt
Hyp g €LPP=D(AN) & TEL(AP LI(1))
STel(AP L (1))
(Aff/ *Y, LY ()
s 1eL(ANY LY (u)
S IeL(Ay,L (1))
& H, ,11,€L7(AN)
= Hva,nq,u L™ (AN)

=I1el

Die Umkehrung gilt nicht allgemein, wie folgendes Beispiel zeigt:

Beispiel 4.4.5. Sei N =1, und seien «, p, ¢ wie in Korollar 4.4.4 gewahlt. Weiter
seien (a,), eine Folge in [\ [P/??=9) und (z,), ein r-Netz in U;. Wir betrachten das
Mass 1= 3", b6, wobei (b,), €' durch b, =|a,|(1 — |2,|?)9@F2/P definiert ist. Eine
leichte Rechnung zeigt, dass H,, , 4, in L>(A;), aber nicht in LP9/(P=9(A,) ist.

4.5. Spezialfille

Die Resultate in diesem Kapitel haben natiirlich Konsequenzen fiir Multiplikations-,
Kompositions- und Restriktionsoperatoren. Insbesondere lassen sich die Abhéngig-
keiten von den Indizes mehr oder weniger direkt iibertragen. Wir streben keine
Vollstandigkeit an und beschrénken uns auf einige wichtige Fille.

Das durch einen Multiplikationsoperator bzw. einen Kompositionsoperator induzierte
Mass ist nicht immer handlich und sagt wenig iiber das zugehorige Symbol aus. Das
andert sich, wenn wir analytische Symbole betrachten.

Multiplikationsoperatoren

Fiir allgemeine Multiplikationsoperatoren erwidhnen wir nur ein ganz einfaches spe-
zielles Resultat. Sei p weiterhin ein positives endliches Borel-Mass auf Uy.

Satz 4.5.1. Fiir eine messbare Funktion h:CN — C und t >0 sind dquivalent:

(i) My : AP — Li(p) existiert als beschrankter Operator.
(ii) My : AL — Li(p) existiert als beschrinkter Operator.
(iil) M /et AP — L' () existiert als beschrdnkter Operator.

Fiir Multiplikationsoperatoren mit analytischen Symbolen spielen die in 3.3 eingefiihr-
ten Rdume

X, :={f:Uyny— C analytisch, ||f||,0:= sup |f(z)|v(z) < oo}

zeUn

eine wichtige Rolle.
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Satz 4.5.2. Seien h: Uy — C analytisch und v, v D-Gewichte.
(i) Fir0<p<g<oo sei
vi/a

vl/p
Genau dann ist My, : AL — AL wohldefiniert und beschrinkt, wenn h € X,,.

w =

(i) Fir 0<g<p<oo sei
op/(p—a)

- pe/(e—a)”
Genau dann ist My, : A — AL wohldefiniert und beschrankt, wenn h € .A%q/(p_@,

Fiir N=1 und v=wv, und v =1z wurde dieses Resultat in [Zha04] bewiesen. Zuvor
ist bereits der Fall « =3 =0 in [Att82] erledigt worden.

BEWEIS. (i): Setze dpy, := |h|?doy. Nach 4.2.1 ist M), : AP — A% genau dann wohl-
definiert und beschrinkt, wenn fiir ein r > 0

sup Hn(Br(2)) < 00. (4.16)

zeUN U(Z)q/p

Gemaiss 3.3.4 und 3.2.3 existiert eine Konstante ¢, >0, so dass

p(B,(2) _ 1 o 1)
o o(2)ie o |h(w)|doy(w) > crv<z)q/p|h(z)| Vz e Uy.
Falls also M}, wohldefiniert und beschréankt ist, gilt
f’l\]/(Z)l/q
sup w(z) |h(2)| = su h(z)| < oo
sup w(2) [E)] = sup T ()
und somit h € X,,. Ist umgekehrt
B ’6(2)1/(]
K= sup o(2) |h(2)] < o0,

so folgt aus 3.3.4

pn(Br(2)) 1 / |(w)|*dors(w)

U(z)Q/p U(z)‘]/p
Il
= /Br(z) ( )

<cK?<o0,

also mit (4.16) die Behauptung.
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(ii): Sei zuerst M}, : AL — A% wohldefiniert und beschrénkt. Gemaéss 3.2.3 und 3.3.4
existiert eine Konstante ¢, >0, so dass

V(2)\p/(P—a) )
/U Wlh(z)i”“” DAy (2)
/ o(z)p/ =) (/ s ))p/(pq)dA :
<e, \e) " . )
= oy v(2) 00\ N N

co [ (BEOY™Y )

h e AR Pma), (4.17)
Umgekehrt folgt aus (4.17) mit der Ungleichung von Holder:

1L, = /U h |7

a/p op/(0—q) (p—a)/p
< (/ |f\pvdAN) (/ |h|pq/(pfq) dAN)
Un Un 4/ (P—q)

S ||h||gu',(p—q)/pq ||f||g,p7

wie behauptet ist M) wohldefiniert und beschrankt. |

Es ist also

Hervorzuheben sind die Félle, in denen X, = {0} gilt, d.h. in denen ausser dem tri-
vialen Multiplikationsoperator zum Symbol h =0 keine weiteren existieren. Dies ist
wegen des Maximumprinzips zum Beispiel dann der Fall, wenn lim,|_; w(2) = 0 gilt.

Kompositionsoperatoren

Bei Kompositionsoperatoren ist das Bild wesentlich komplizierter. Im Fall N =1 folgt
aus dem Subordinationssatz von Littlewood (vgl. [CM95] Theorem 2.22), dass fiir alle
—1<a<o0o,0<p<oound jede analytische Funktion ¢ : U; — U; der Kompositions-
operator C,: A? — A? wohldefiniert und beschriankt ist. Fiir N > 2 présentiert sich
die Situation vollig anders. In [MM95] Corollary 69, wird gezeigt:

Satz 4.5.3. Fiir jedes N >2, 0 <p<oo und o> —1 existiert eine analytische Funk-
tion p: Uy — Un, so dass C, keinen beschrinkten Operator AL, — AP definiert.

Weitere Beispiele fiir solche Symbole finden sich in [MS86].

Fiir Kompositionsoperatoren, deren Symbole Automorphismen sind, ist indessen eine
Ubertragung der vom Eindimensionalen her bekannten Satze moglich.

Satz 4.5.4. Seien ¢: Uy — Uy analytisch und v,v D-Gewichte.

(i) Seien 0 <p<g<oo. Ist C,: AP — Al definiert, so gilt
5(z)1/q

sup ———— < 0
zeUn U((p(Z))l/p
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Ist ¢ € Aut(Uy), so gilt auch die Umkehrung.

(i) Seien 0 <q<p<oo und ¢ € Aut(Uy). Genau dann ist der Kompositionsopera-
tor Cy,: Ab — AL wohldefiniert und beschrinkt, wenn

% € LI (Ay).

BEWEIS. (i): Sei w € ¢(Uy). Fiir jedes z € p~}(w) gilt B,(z) Cp~'(B,(w)) wegen
2.2.1. Also haben wir

o5(Br ()1 _ ow(e” (B, (w)))"e

sup <
z€p~1(w) U(@(’Z))l/p U<w)1/p
Wir bilden nun das Supremum iiber alle w € p(Uy) und erhalten
o5(Br ()1 _ o3(B,(2))'4 o5(p ™! (Br(w)))'4
ety VPP wepttin ot VPEP  vept O
z€UN ¥ wep(Un) z€p~1(w) A wep(UN) viw
Mit einer Konstanten ¢, > 0 gilt weiter
(214 os(B,(2))Y4 o5 (0 (B, (w)))
p T BN ol (Baw))
zeuy U((2)) ey v(p(2)) 2eUn v(w)

Dies liefert die erste Behauptung fiir beliebige Symbole .

Ist sogar ¢ € Aut(Uy), so gilt ¢~ 1(B,(z)) = B,(¢"!(z)), und wir haben wie vorhin
mit einer Konstanten c,
(o~ Y B 1/q ()4
p BV
weln U<w) /p z€UN U(@(’Z)) /p
Da oz0¢ ! das zum Kompositionsoperator C,: AP — A? gehérende Mass ist, sind
wir mit (i) nach 4.2.1 fertig.

Die Aussage (ii) ergibt sich aus 4.2.5 und

/. (B - [ (e N

(
-/ (o—»ﬁ«o1(<Br<z>>>l/q)”"/“"ZZ’AN(Z)

v Z)l/p

Mit 2.2.2 erhalten wir fiir die Standardgewichte:
Korollar 4.5.5. Seien a,3>—1 und ¢ € Aut(Uy).

(i) Fir0<p<g<oo gilt C, € L(AR,A%) genau dann, wenn (a+ N +1)/p < (5+
N+1)/q.

(i) Fir 0<g<p<oo ist C, € L(AL,A%) genau dann, wenn (a+1)/p<(B+1)/q.

Wir bekommen also dieselben Bedingungen wie fiir Carleson-Einbettungen.
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Restriktionsoperatoren

Fiir gewichtete Restriktionsoperatoren (vgl. Seite 56) haben wir zunéchst folgendes
Resultat:

Satz 4.5.6. Seien w= (w,), eine separierte Folge in Uy, a= (a,), eine Folge posi-
tiver Zahlen und v eine Gewichtsfunktion, welche D erfillt.

(a) Fir0<p<g<oo sind dquivalent:
(i) R, € L(AD, ).

Lo
2 g <

(b) Fiir 0 <q<p<oo sind dquivalent:
(i) R, € L(AD, ).
(ii) Zaz/(p—q)v(wn)Q/(p—q) < 00.

n=1

BEWEIS. (a) Aus den Uberlegungen auf Seite 56 und 4.2.1 folgt, dass Ri A=
genau dann existiert, wenn fiir r >0

1(B:(2))
ZSEI;_}:])V W < o0, (418)

n= i UnOuy,,
n=1

setzen. Sei (wy), d-separiert. Die Bélle Bs»(2) enthalten héchstens ein Folgenglied
von (wy,),. Wéhlen wir speziell r=0/2, so gilt deshalb,

wobel wir

Qn,
w(B.(2)) v(w)oq/p falls w € B,.(wy,) (no€N)
/b o0
v(z)e? 0 falls w & J,~ | Br(wy,)
Geméss 3.3.4 sind (4.18) und (a) aquivalent.

(b) Wir verwenden die Bezeichnungen aus dem Beweis von (a). Wegen 4.2.5 ist der
Operator R, : AD — 19 genau dann wohldefiniert und beschrénkt, wenn

p/(p—q)

ilan\p/(pq) /B " o(2) 7P DA (2 Z / . ( ) doy(2)
—Z / T(ﬂ)ﬂ( >)p/(p ZZO—U( )= /U . (%)p/@gav@)

_ /U i (%)p/(p " dou() <0
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Wegen 3.3.4 ist dies dquivalent zu

o0 o0

Zaﬁ/(p’q)v(wn)q/(”’q)/\]\/(BT(O)) — Zaﬁ/(pq)/ 0(wy) Y PV dA N (2) < 0.

n=1 n=1 Br(wn) u

Dieses Resultat gilt offensichtlich auch fiir Folgen (w,),, welche sich als endliche
Vereinigung von separierten Folgen darstellen lassen.

Wir betrachten nun speziell Gewichte der Form (ay), = (v(w,))n, wobei v eine Ge-
wichtsfunktion und (w,,), eine Folge in Uy ist. Zur Vorbereitung beweisen wir fol-
gendes Lemma.

Lemma 4.5.7. Genau dann ist eine Folge (wy,), in Uy die Vereinigung von endlich
vielen separierten Folgen, wenn ein r >0 existiert mait
K, := sup |B.(z) N {w, : n € N}| < 0.

zeUn

BEWEIS. Sei zuerst (w,,),, die Vereinigung von endlich vielen d-separierten Folgen
(W) (1<kE<M), 6>0. Falls ein 2y € Uy mit ’B(;/Q(ZQ) N{w,:ne N}’ > M exis-
tiert, finden wir fiir ein 1 <ky <M Folgenglieder wy,; und wy,m in Bja(z), [#m.
Fiir diese gilt

B(Who 15 Wrom) < B(Who 15 20) + B(20, Wrgm) < 0.
Dies steht im Widerspruch zur d-Separiertheit von (wg, . )n-

Sei nun die Bedingung erfiillt. B,(w;) enthélt nach Voraussetzung I, < K, Glieder
21,...,2;, der Folge (wy,),. Sei 't := {2} fiir jedes 1 < k <1;. Fiir das erste Element w,,,
aus der Folge (w,,),, das noch nicht zugeordnet wurde, gilt B(w,,,w;) >r. Gilt w; € F}
(1<j5<1y), so setze 1"? :1"} U{wy, }, la=1; und T2 =T}, fir 1 <k<lIy, k#j. Seien
nun nach m Schritten Mengen I'?",... . T7" (I, < K,) so konstruiert, dass 3(z,w) >r
fir z,w e I'Y (1 <k <l,,) und sei w* das erste Element der Folge (w,,),, das noch nicht
zugeordnet ist. Nach Voraussetzung enthélt B, (w*) Elemente wy,...,w} (k< K, —1)
der Folge (wy,),, die bereits zugeordnet wurden.

Falls ein 1 <j <[, existiert mit w; & ry fiir alle 1 <i <k, so setzte L1 =, 1";”“ =
7 U{w*} und [t =T fiir 1 <4 <l,,, i # j. Dies ist zum Beispiel immer der Fall,
wenn [, = K.

Falls kein solches j existiert, setzen wir l,, 1 =1, + 1, FZ’LH =17 fir 1 <i<l,, und
rye ={w*}.
m—+1

In beiden Féllen haben wir [, < K, Mengen I’T’Ll,...,I‘;’;ﬂ mit G(z,w)>r fir

Z,W € F;”+1 (1<i<lps1). Rekursiv erhalten wir Mengen I'y,... I} (1<I<K,) mit
B(z,w) > fir z,wel; (1<i<l) und damit die gesuchten Folgen. [

Korollar 4.5.8. Seien v eine D-Gewichtsfunktion, 0 <p <q< oo, (w,), eine beliebi-
ge Folge in Uy und a, =v(w,)?? (n €N). Genau dann ist RZ , : AL — 19 wohldefiniert
und beschrinkt, wenn (w,,), die Vereinigung von endlich vielen separierten Folgen ist.
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BEWEIS. Genau dann ist R, : A) — 1%, wohldefiniert und beschrénkt, wenn

oo

po= Z v(w,)¥P5,,

n=1

ein (v,p,q)-Carleson-Mass ist. Dies ist wegen 4.2.1, genau dann der Fall, wenn

- = e - 77 <
o N S T ST et vy S

v(w,)?/? 1 Z o1, )17 w(B.(2))

n:wn€Br(2)
Wegen 3.3.4 ist dies dquivalent zu

n:wn€Br(2)

a/p
sup |B,(z) N{w, : n € N}| = sup Z G < 00.

viw a/p
zeUpN zeUpN n:wneBr(z) ( n)

Mit 4.5.7 folgt die Behauptung. |

4.6. Hardy-R&aume

Fiir Kompositionsoperatoren auf Hardy-Réaumen ist es erforderlich, Masse auf Uy zu
betrachten: vgl. [BJar| fiir den Fall N = 1. Wir behandeln hier den mehrdimensionalen
Fall. Wie in Kapitel 3.4 bezeichnen wir fiir ein f € HP mit f* dessen fast iiberall
definierte Randfunktion.

Wir wissen schon, dass f— f* einen isometrischen Isomorphismus von H? auf einen
Teilraum von LP(my) definiert, dessen Bild wir mit H?(Sy) bezeichnen. In gewissen
Situationen ist es von Vorteil, die isometrische Einbettung H? — HP G, HP(Sn):
f—=(f,f*) zu betrachten. Mit f* bezeichnen wir sowohl das Paar (f,f*) als auch
jede messbare Funktion F:Uy — C, welche F|y, = f und F(¢) = f*(¢) fiir my-fast
alle ¢ € Sy erfiillt.

Seien 0 < p,q<oo. Ein Mass p auf Uy heisst (p,q)-Carleson-Mass, falls f+ f°
einen beschriankten linearen Operator

J:H? — Li(p)
definiert.

Solche Masse treten insbesondere bei Kompositionsoperatoren zwischen Hardy-Réau-
men auf. In diesem Fall existieren Randfunktionen, die wir ebenfalls in Betracht
ziehen miissen.

Sei ¢ eine analytische Funktion ¢: Uy — Uxy und ¢* dessen fast iiberall definierte
Randfunktion. Durch

Cme(B) = mal(67)N(B))
fiir Borel-Mengen B C Uy wird ein Mass m,, auf Uy gegeben. Es gilt

Satz 4.6.1. Genau dann definiert Cy,: HP — HY einen beschrinkten Operator, wenn
my, ein (p,q)-Carleson-Mass ist.
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BEWEIS. Dies folgt sofort aus der fiir f€ A(Uy):=H(Uy)NC(Uy) (Ball-Alge-
bra) giiltigen Beziehung

ICatllyy = [ 1oy rdmy = [ 1570 pdma = [ |l = 1571,
Uy Un Uy
und der Tatsache, dass A(Uy) in H? dicht ist. |

Fiir direkte Charakterisierungen durch Eigenschaften von ¢ sind wie bei den Berg-
man-Raumen die Fille p <q und p > ¢ zu unterscheiden. Wir betrachten zuerst den
Fall p <q. Wir gehen in zwei Schritten vor und untersuchen zunéchst Carleson-Masse,
die nur auf Uy definiert sind. Anschliessend erweitern wir die Resultate auf Uy.

Wir verallgemeinern im Folgenden ein Resultat von S.C. Power ([Pow85]). Zunéchst
zitieren wir ein Resultat aus dieser Arbeit:

Lemma 4.6.2. Es existiert ein ¢ >0, so dass fiir jedes w € Uy
w

my Q. (14 2V2)2 (1 = [[wl)) < emn(Q(w, 1 — [[w])).

]l

Folgende Zerlegung von Uy spielt eine zentrale Rolle:

Lemma 4.6.3. Seien g: Uy — C stetig, 0 <r <1 und a>0. Falls ein we Uy \rUyx
mit |g(w)| > a existiert, gibt es eine (eventuell endliche) Folge (wy,), in Uy \ rUyx mit

(i) |g(wy)| > a fir jedes n € N.
(i) {w:[g(w)| = a} N (Un\rUx) C U, S(wn,4(1 = [lwnl*)).
(iii) Die Mengen Q(wy,(1—||wy,]|?)) sind paarweise disjunkt.

Beweis. Wahle w; € Uy \rUy so, dass |g(wy)| > a gilt und [jw;| minimal ist.
Sind fiir ein n €N wy,...,w, mit w; & S(wy,4(1— ||w|?)) fir k#£1, 1<k, l<n und
lg(w)| >a fiir 1<I<n bereits gewédhlt. Wir wihlen w, 1 € Uy \rUy mit w, ;1 &
S(wy, 4(1 — |Jwg||?)) fiir 1 <k <nund |g(w,11)| > a, und zwar so, dass ||w,, ]| minimal
ist. Falls kein solches w,, 1 existiert, brechen wir ab; sonst fahren wir rekursiv weiter.

Die so erhaltene Folge erfiillt nach Konstruktion die Bedingung (i). Ist (w,,),, eine end-
liche Folge, so ist (ii) offensichtlich. Fiir den Fall einer unendlichen Folge nehmen wir
an, es existiere ein wy € {w: |g(w)| >a}NUyx\rUy mit wo & U, S (wy,4(1 — [Jw,]|?))-
Nach Konstruktion gilt ||wo|| > ||wy|| fiir jedes n € N. Somit ist (w,,), vom Rand 0Uy
wegbeschriankt und besitzt einen Haufungspunkt z € Uy. Fiir ny,ne mit ||w,, —wp, || <
3(1 — ||wo||?) haben wir

1= (wny [wny )| < T=[wny [+ |wn, — Wy | < 1=[Jwn, [P 4+3(1=[Jwo||*) < A(1—[Jwn, ||*).

Wy, gehort zu S(wy,,,4(1— ||w,, ||?)), was der Konstruktion widerspricht. (iii) folgt
aus 2.4.3, denn nach Konstruktion ist |Jwg|| < ||w;]] und w; € Q(wy,4(1 — |Jwg|*)) fiir
k<l u
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Satz 4.6.4. Seien 0 <p<qg<oo und p ein Mass auf Uy. Folgende Aussagen sind
dquivalent:

(i) Te L(HP,L9(n)).
u(S(Ch))

(i) Es existiert ein ¢>0, so dass sup 1 Na/p

0<h<1

<c fiir jedes ¢ € Sy gilt.

o u(S())
(i) sup Ty <>

N
(iv) sup/ L‘z”Z q /pd,u(w)<oo.
seUy Juy \[1=(w]2)[?

Einen Beweis fiir den Fall N =1 findet man in [Dur70] Theorem 9.4. In [CM95]
Theorem 2.37, wird ein Beweis fiir N >1 und p=gq gegeben, der auf Hérmander
zuriickgeht.

BEWEIS. (i)=(iv): Nach 3.8 gilt mit einer Konstanten ¢ >0
[ (Y™ ) = Wil < W Wl < el
on \T= (] P el < M-l < I
(iv)=-(iii): Mit 2.4.2 (ii) erhalten wir
p(5(2)) / e e / (L [l=l®)Ner
— d < d
= TRIPI S TP S o il )
(1= [=]*) ™o/
< d .
(iii)=-(ii): Seien ( € Sy und 0 < h < 1. Fiir z:= (1 —h)C gilt z/||z|]| =C und 1 —||z|| = h.
Nach (2.9) haben wir S(¢,h) C S(z). Die Behauptung folgt mit

PSR gy (S(2))
I e R

(ii)=(i): Seien p; und po die Einschrénkungen von p auf die Borel-Mengen von
(1/2)Un bzw. von Uy \ (1/2)Uy. Fiir 0 <p<g<oo und f € H? gilt mit (3.7)

/ | Flodps <pn((1/2)Un)( sup | f(2)[P)7/?
(1/2)Un “e(1/2)Ux

oN qa/p
gul((l/Q)UN)< sup N 111 )

oy (I=[12[2)Y
<cpy ((L/2)Un) 1 £l %0

1/q
( / Iflqdm) < clflm (4.10)
1/2UN

mit einer Konstanten ¢=c¢(N) > 0.

also
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Die Abschiatzungen fiir po sind schwieriger. Wéhle dazu f € HP und a > 0. Im Falle
{IfI = a}N(Ux\(1/2)Ux) =0, ist us({|f] >a}) <mny({Msf >a})?? natiirlich trivi-
al. Im Falle {|f| >a}N(Un\ (1/2)Uy) # () wihle eine Folge (w,), gemiss 4.6.3. Fiir
jedes ¢ € Q(wy,1 — ||w,]|) ist dann w,, im Approximationsgebiet Ds((). Nach 4.6.3(i)
ist | f(wy)| > a. Also haben wir My f(¢) > |f(wy,)| > a. Wir haben gezeigt:

| Qwn, (1 = [wall)) € {Mzf = a}.

Dabei ist Msf die Maximalfunktion von (3.9). Da nach Wahl der Folge (w,), die
Mengen Q(w,, (1 —||w,||)) paarweise disjunkt sind, folgt

ZmN (wny (1=lfwnl))) = mn((J Qwn, (1=lwall))) < my({Mef Za}). (4.20)

Weiter erhalten wir aus 4.6.3(i7), der Voraussetzung und 2.4.3

pa{111203) € 3 S 0rd1 = hunl])) € 3l Sy (1422 (1= s D)
<e m QU (14 2V (1~ ) q/p<chN (w, (1= )7

q/p
<C<me (wn, (1 HwnH))) <emy({Maf >a})"”.

Wegen der fiir ¢ > 0 giiltigen Ungleichung
Po((Maf 2t = [ )< [ M f(OPdm(C) < M
{M2f>t}

{Ma2f>t}

ergibt sich weiter

HOI
| f9dpo= / / qt" dtdpus(2)
Un UnJO

:/ qtq_l/ Lip126(2)dpa(2) di
0 Un

:/Ooqtq_l,uz(ﬂﬂ >t})dt

0
< / at" g ({Ma f > 1)) 7t (4.21)

:Cg/wptp1mN({M2fZt)(tpm]\/({MQth}))(q/p)ldt
PJo

SC;%/ Py (Mo f 281 dt | Mo [ Fo
0

||M2f||Lp(mN M2 Loy

§C||f s -
Aus (4.19) und (4.21) folgt die Behauptung. [
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Ein Vergleich mit dem entsprechenden Resultat fiir Carleson-Masse fiir Bergman-
Raume zeigt, dass wir die eben bewiesene Charakterisierung erhalten, indem wir in
4.2.1 formal v =v_; setzen.

Aus der Aquivalenz der Aussagen (iii) und (iv) des vorangehenden Satzes erhilt man
sofort

Korollar 4.6.5. Set s> N. Genau dann gilt
p(5(2))

sup —————5— < 00
zeuy (L= 1[12]%)° ’

1— 2] )s
su — — — | du(w) < co.
p/ <\1—<w|z>|2 ulw)

Wir haben dies bereits in 4.2.4 verwendet.

wenn

Mit 4.6.4 kénnen wir folgendes Resultat {iber Einbettungen von Hardy-Réumen in
Bergman-R&ume beweisen.

Korollar 4.6.6. Seien 0 <p<qg<oo und —1 <a<oo. Genau dann gilt H? — Al
wenn N/p<(a+N+1)/q.

BEWEIS. Nach 3.3.6 ist o, ~ (1—||z]|2)**V*+!, also folgt die Behauptung sofort
aus 4.6.4. ]
Erneut ist dies der Grenzfall « = —1 aus 4.3.4.

Ist u ein Mass auf Uy, so bezeichnen wir mit ug, und s, die Einschrinkungen von
w1 auf die Borel-Mengen in Sy beziehungsweise in Uy.

Unser Ziel ist der Beweis des folgenden Satzes.

Satz 4.6.7. Seien 0 <p<q<oo und j ein Mass auf Uy.

(i) Im Fall p=q ist u genau dann ein (p,p)-Carleson-Mass auf Uy, wenn py,
ein (—1,p,p)-Carleson-Mass auf Uy ist und ps, = Fdmy mit einem positiven

(ii) Falls p<gq, so ist u genau dann ein (p,q)-Carleson-Mass auf Uy, wenn py,
ein (—1,p,q)-Carleson-Mass auf Uy ist und ps, =0 gilt.

Zur Vorbereitung zeigen wir

Lemma 4.6.8. Seien 0<p<gqg<oo und p ein (p,q)-Carleson-Mass auf Uy. Dann
existiert ein positives F' € L>®(my) mit ps, = Fdmy. Fir p<q gilt F=0.

Wir verallgemeinern ein Argument fiir den Fall p= ¢ aus [Mac85].
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BEWEIS. Seien (€ Sy und 0 <h < 1. Mit w:=(1—h)( gilt fiir jedes z € Q((,h)
|1—(z|w)| <2h und 1— ||w||* > h. Somit haben wir

psy (Q(C,h)) < (2h)2Nq/p/ 1

acn 11— (2w

< [ (i efayes) 440
C

(1= (- [w))N7P
h2Na/p

< <chNP,

=T wprar ="

Wegen my (Q(¢,h)) ~h™ (vgl. (2.10)) ist die Maximalfunktion M pg, , definiert durch

= su w
Musy (€)= sup o )

beschriinkt. Nach [Rud80] 5.2.7 existiert ein F'€ L' (my) mit pg, = Fdmy. Mit einer
Variante des Differentiationssatzes von Lebesgue (vgl. [Rud80] 5.3.1) folgt fiir fast
alle (€ Sy

v ()

(4.22)
Sch2Nq/p

Hp

(C € Sn),

E (O_LomN(Q(g,h)) /Q(C,,L)F dmay = my(Q(C,h))

Nach (4.22) ist aber

psn QG ) - Narp)

mN(Q(Ca h)) ’
und damit ergibt sich die Behauptung. ]

BEWEIS VON 4.6.7. Sei zuerst u ein (p,q)-Carleson-Mass auf Uy (p < q). Wegen
Jo 119 dpoy < Ji | f0|%dp fir f € HP st py, ein (—1,p,q)-Carleson-Mass. Aus 4.6.8
ergibt sich F'€ L*(Ay) fiir (i) und (ii).

Seien zunédchst uy, ein (—1,p,p)-Carleson-Mass und F' wie in der Behauptung. Fiir
f e HP gilt

/_|f°|pdu= / FPduo, + / PP Edmy < (e + |1 F) 11 -
Un Un SN

Ist jetzt p ein (—1,p,q)-Carleson-Mass fiir p < ¢ und pg, =0, so erhalten wir fir f € H?
[ irtdn= [ st < 51
UN UN
und sind wiederum fertig. |

Wir kommen jetzt zum Fall p > ¢. Zunéchst betrachten wir Masse auf Uy.

Satz 4.6.9. Seien p>q und § >0. Genau dann ist u ein (—1,p,q)-Carleson-Mass,

wenn !
1 p/(p—q
/SN (/Dé(g) Wd'u(z)) dmny(C) < oo.
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Fiir N =1 geht dieses Resultat auf [Vid88] zuriick.

BEWEIS DER NOTWENDIGKEIT. Sei die Bedingung erfiillt. Dann gilt wegen 4.6.2
und (2.12) fiir jede Funktion f in H?

[ ez [ 1o @/ )

(1—]2[1?)

/ 10z (a/2)(1-1212)) (€ )< |f|(, )H|) dp(z)dmy ()
Sy JUN
/ / Lp.o)(2 |(|)H|q) dmy (C)dpu(2)
UnJ SN
e [ ()
Un a(C || ||

g L am

<e OOr [ G

<( ]EMaf(C))pdmN(C))q/p< [(] Q(C)dea)p/@_%@)) m
<c|[fllE (/SN (/Da(oa—lzz)Ndﬂ(Z))p/(pq)dmN(g)>(pq)/p

Also ist p ein (—1,p,q)-Carleson-Mass. |

Um zu beweisen, dass die Bedingung auch hinreichend ist, miissen wir etwas ausholen.
Wie beim Beweis der analogen Aussage fiir Bergman-R&ume werden wir die Khinchin-
Ungleichung verwenden. Eine zentrale Rolle spielen die sogenannten T-Raume (,,tent
spaces®), die wir als erstes definieren. Fiir Details und Beweise der nachfolgend auf-
gefiithrten Ergebnisse verweisen wir insbesondere auf [CO97].

e Fiir 0<r,s<oo und ein Mass v auf Uy sei

1/r
AD© = ([ rerae) L cesy.
Ds(¢)
Fiir r = oo setzen wir
Aco(F)(C) :=v-ess-sup.cp ) [f(2)], ¢ € Sn.
e Fiir >0 und eine Menge A C Sy sei das ,,Zelt* (tent) iiber A durch
T%(A) := Un \ | Ds()

(ZA
definiert.

e Der T-Raum T%(v) besteht aus v-Aquivalenzklassen von messbaren Funktio-
nen f:Uy — C, welche die Bedingung

Ay (f) € L*(my)
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erfiillen. Die min{s,1}-Norm fir ein f € T?(v) wird durch

1l 2y = 11470 ()

gegeben. Ist v =37 ¢, mit einer separierten Folge (2;); in Uy, so schreiben
wir auch 77?(z;) anstelle von T?(v), und eine Funktion g € T?(z;) notieren wir
als Folge (cg)r mit ¢, = g(zx).

Satz 4.6.10 ([CO97], Lemma 3.1). Seien AeN und 0 <p<oo. Im Falle p>2 sei
zusdtzlich N+ X+1>2N/p erfillt. Ist (zx)r eine separierte Folge in Uy, so ist

(1 _ ||Zk||2)N+>\+1

1— (2| zp) ) VA

LS(mN)

\I’)\ . T2p(2k) — HP . (Ck:>k — ch(
k=1
ein wohldefinierter und beschrdnkter Operator.
Aus [CO97] tibernehmen wir ferner
Satz 4.6.11. Seien 2<q<p. Falls
0 q/2
(1 _ szH2)2(N+>\+1) .
/UN (Z 1— (2| 2) POVD) Ch dp(z) < ||(Ck)k||T2p(Zk) (4.23)

k=1

fir alle Folgen (cx)r in Ty (zx) und q >2 gilt, so existiert ein 6 >0 mit

p/(P—q)
/S <Sup u<Tﬁ<@<zo,5<1—qu>>>>> dm(Q) < oo, (4.24)

z€Ds(¢) (1= =]1*)¥

Satz 4.6.12. Seien 2 <q<p. Erfillt ein Mass >0 auf Uy die Bedingung (4.24),

so gilt auch
d p/(p—q)
/5 </D © %) dmy(C) < 00 (4.25)

Damit verfiigen wir {iber alle Hilfsmittel, um den Beweis von 4.6.9 zu beenden.

ABSCHLUSS DES BEWEISES VON 4.6.9. Seien zuerst p>¢> 2 und pein (—1,p,q)-
Carleson-Mass. Wihle eine separierte Folge (z;)r in Uy. Sei g € T3 (2;). Dann gilt
wegen 4.6.10

0 1 N+x+1 |4 0 1— N+a+1 ||?
[ [t [ S Ot
oy = (1= (2]z)) —~ " (1—(z|z)) .
<elleilly,
p/2 a/p
—| [ X jar) v
SN \z1eDs(0)

Setzt man ¢, =ry(t) (Rademacher-Funktionen), integriert nach ¢ und wendet den Satz
von Fubini an, so erhélt man mit der Khinchin-Ungleichung (vgl. auch den Beweis
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von 4.2.5)

/2 q/p

ez, =| [ | 2 tal) anv©

2,€Ds(C)

1
=/
Un JO
0 a/?
(L [lg]f?)> A+
Zc/ Ck du(z).
o (Z 1= () PV

Dies ist (4.23) aus 4.6.11. Somit erfiillt x4 auch (4.25) und wir sind mit 4.6.12 fiir ¢ > 2
fertig.

q

1— N+A+1

- . (4.26)
2o e

Fiir den allgemeinen Fall p > ¢ wihle ein n € N mit ng > 2. Weil np/(np—nq)=p/(p—q)
ist, sind wir fertig, wenn wir zeigen konnen, dass jedes (—1,p,q)-Carleson-Mass auch
ein (—1,np,nq)-Carleson-Mass ist. Dies ist aber einfach. Sei fe& H™. Weil f"e€ H?
mit || ™| o = ||| e ist, haben wir ndmlich

1/(qn) 1/g-1/n Y
([ ) ™ = ([ rvan) " < el = el
UN UN
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5. Kompakte Carleson-Einbettungen

5.1. Grundbegriffe

Nachdem wir ausfiihrlich iiber die Charakterisierungen von Carleson-Einbettungen
gesprochen haben, wenden wir uns der Frage der Zugehorigkeit dieser Einbettungen
zu weiteren Banach-Idealen zu. Wir legen zuerst einige allgemeinen Notationen fest.

Sei dazu A ein (Links-)Banach-Ideal. Weiter seien v ein D-Gewicht und 1 <p,q < oc.
Falls ein Mass p auf Uy ein (v,p,q)-Carleson-Mass ist und zusétzlich der Operator
I:A? — LY (p) zu A(AP,L9(1)) gehort, schreiben wir in der Folge I € A(AP,L()).

5.2. Kompaktheit

Wir formulieren und beweisen zunéchst Charakterisierungen der Kompaktheit der
Carleson-Einbettungen. Die Idee, dass man dafiir einfach die O-Bedingungen fiir die
Stetigkeit durch die entsprechenden o-Bedingungen zu ersetzen hat, kann nur in be-
schranktem Umfang und unter zusétzlichen Voraussetzungen bestétigt werden. Wir
beginnen mit dem einfacheren Fall p <gq.

Der Fall p<q

Satz 5.2.1. Sei v eine Gewichtsfunktion, die D erfiillt, 0 <p<gq<oo und r>0.
Dann sind fiir ein (v,p,q)-Carleson-Mass p folgende Aussagen dquivalent:

(i) 1: AP — L9(p) ist kompakt.

B 1/q

(i) Fir jeden r-Verband (z,), gilt nh—>Holo % —=0.

B 1/q
(iii) Es existiert ein r-Verband (z,), mit JL%% =0.
e A(B(2)
iv) lim ————— =.
(i) Izl—1 0y (B, (2))1/P
(¥) lim (B2°0)() =0,

BEWEIS. (i)=(v): Sei (2,), ein Folge in Uy mit lim,_, ||2,|| = 1. Dann konver-
giert (kyspzn)n in L9(p) gegen 0. Andernfalls existiert nédmlich ein € >0 und ei-
ne Teilfolge (z,, ), mit Hk:v,s,p,znquM25 fiir jedes k€ N. Da I kompakt ist, besitzt
(kv,s,p,znk) k eine in L7(u) konvergent’e Teilfolge. Deren Grenzwert ist Null, da ky sy .,
punktweise gegen Null konvergiert: Widerspruch. Die Behauptung (v) ergibt sich aus
(B2 1) (20, )| = || Kov,s,p,20, HZ,H fiir jedes k € N.

87
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(v)=(iv) folgt aus . y
Lo < e lBen(o).

was in 4.2.1 gezeigt wurde.
(iv)=-(ii) und (ii)=-(iii) sind offensichtlich.

(iii)=(i): Sei (zn)n der r-Verband aus (iii), und sei # dessen Uberdeckungskonstante.
Wegen Korollar 3.2.5 ist jede Folge in Byr auch in H(Uy) beschrénkt und besitzt
daher eine Teilfolge (fy, )k, die gleichméssig auf kompakten Mengen gegen ein f aus
H(Uy) konvergiert (normale Familie). Aus dem Lemma von Fatou folgt, dass f wieder
in Byr liegt. Wir setzen gy, := f,,, — f. Nach Voraussetzung existiert zu jedem ¢ >0
eine natiirliche Zahl ng, so dass

(B, (zn))
7o (B (27 =

fiir jedes n >ny. Wie im Beweis von 4.2.1 folgt mit den dort verwendeten Bezeich-

nungen
0—0559?22333/10 (/ » |gk<w>|pdav<w>)q/p

S [ o) e,
fee) q/p
SCrgpt Y ( / ( )\gk<w>\pdav<w>)
Boy(zn

n=ng n=n
n=ng

[e'e] (I/p
scr,q,pe<2 /B ( )|gk(w)|pdav(w)>
n=ngo 2r(Zn

a/p
<cvapne ([ latwao,(w))
Un

<cpgpk2ic=ce

e ¢}

mit c:= ¢, 4,k27. Weiter existiert ein ko, so dass fiir jedes k > ky

nog—1

>/ o)) < 2

gilt, denn (gx)r konvergiert gleichméissig auf Kompakta gegen die Nullfunktion. Fiir
k > ko haben wir deshalb

fo'e) ng—1 fe'e)
LTED SY IR TED S INTITTES S MR AC e tee)
/(;N ; By (zn) ; By (2zn) 7;0 B (zn)
Also ist (gx) eine Nullfolge in LP(u), und wir sind fertig. [

Der Fall p>q

Hierfiir sieht die Situation ganz anders aus.
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Satz 5.2.2. Seien 0 <qg<p<oo und v eine Gewichtsfunktion, die D erfillt. Dann
ist jedes (v,p,q)-Carleson-Mass i kompakt.

BeweEIs. Da [: A% — L9(u) beschriankt ist, gilt nach 4.2.5

pBO) _ u
ou(B,()) S F ) (5.1)

wobei u:=p/(p—q). Sei (f,), eine Folge in Byr. Wie in 5.2.1 kénnen wir ohne Ein-
schrankung annehmen, (f,), konvergiere gleichméssig auf Kompakta gegen Null. Mit
3.2.3 und dem Satz von Fubini erhalten wir fiir jedes n € N

[ rdnze, / / mlgrw(zm(z)|qdav<z>du<w>

o [ | g e ()l P 2

q 71 w)ao,\ 2
—eo [ 16O [ e ) (52

T n 1 ——d dO'v
<eo | 101 [ i
) B
=Cr UN‘fn(z)‘ O'U(BT(Z))d U(’Z)'
Zu € > 0 existiert wegen (5.1) ein 0 <r. <1 mit

/UN\,,EW UU(BT(z))ud o(2) < (e/2)". (5.3)

(fn)n konvergiert gleichmissig auf r.Uy gegen Null. Weiter finden wir eine natiirliche
Zahl ng, so dass fiir alle n > ny

A i || (B () |71
| o) < 2t | 2 (5.4
Esist 1/u+¢q/p=1. Also erhalten wir mit der Holder-Ungleichung und (5.4)
qwaz: 2)|e 72/1(37*(2))02
e 2 = | I B e ) o
v\ ([ B v |
<([ tiran) ([ Egpet) <o
Ebenso gilt wegen (5.3)
(Br(2))
) o (2)
/UN\TEUN o(Br(2)) 56)

<(f e ([, emimiyiet) s
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Aus (5.2), (5.5) und (5.6) ergibt sich fiir n > ng

/ | fulfdp < ce,
Un

und wir sind fertig. [ |

Mindestens Teile von 5.2.2 konnen leichter mit funtionalanalytischen Mitteln bewie-
sen werden. Wir skizzieren drei Beispiele:

Seien v ein D-Gewicht, 1 <g<2<p<oo und p ein beliebiges Mass. Dann ist
jeder Operator u: AP — L9(u) kompakt.

Ein Satz von Kwapieri (vgl. [Kwa70] oder [DJT95] 12.19) garantiert die

Existenz einer Faktorisierung u : AP - (2 % L9(p). Mit atomarer Zerlegung und
dem Satz von Pitt sehen wir, dass w und somit auch u kompakt sind.

Seien v ein D-Gewicht, 1 <q, max{2,q} <p und p ein belicbiges Mass. Dann
ist jeder Operator u: AP — L(u) kompakt.

Dies folgt sofort aus Rosenthals Erweiterung des Satzes von Pitt (vgl. 1.1.2)
und atomarer Zerlegung.

Seien v eine Gewichtsfunktion, welche D erfillt, 1 <p < oo und p ein (v,p,q)-
Carleson-Mass. Dann ist I : AP — L'(u) kompakt.

Da AP reflexiv ist, gentigt es, die Vollstetigkeit von I zu zeigen (vgl. Seite
4). Sei dazu (f,), eine schwache Nullfolge in A?2. Dann konvergiert (f,(2)),
fiir jedes z € Uy gegen 0. Nach dem Satz von Dunford-Pettis (vgl. z.B. [Die84]
Seite 93) ist (f,)n als schwache Nullfolge in L'(u) gleichgradig integrierbar, d.h.
(fn)n ist in L' (u) beschriinkt, und fiir jedes € > 0 existiert ein § > 0, sodass fiir
jede messbare Menge A C Uy mit pu(A) <6 und jedes n €N gilt [, |f,|dp<e.
Mit dem Satz von Egoroff (vgl. [Rud87] Seite 73) existiert eine messbare Menge
ECUymit u(Uy\ E) <9,sodass (f,), auf E gleichméssig gegen 0 konvergiert.
Wir finden ein n. € N, so dass sup,cp|fn(x)| <e fir jedes n>n.. Fir n>n,.

gilt
/ foldy = / Fldu + / fuldp < 2.
Un E UN\E

Wir haben also lim,, . || f» 0.

Hl,,u:

Weitere Félle konnen durch reelle Interpolation fiir Operatoren zwischen (Quasi-)-
Banach-Raumen abgedeckt werden. Dabei ist zu beachten, dass Kompaktheit erhal-
ten bleibt, wenn einer der Operatoren kompakt ist, mit denen wir die Interpolation
starten.

5.3. Folgerungen

Wie im Falle der Stetigkeit konnen wir nun die Kompaktheit von Carleson-Einbet-
tungen mit verschiedenen Gewichten miteinander in Beziehung setzen.
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Korollar 5.3.1. Seien s,s' > N, v,v" Gewichte die D° erfiillen, 0 <p<r <oo und
0<qg<t<oo. Falls ein ¢ >0 mit

existiert, so sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) T€X(Ap, L7 (1))
(i) 1€ X(AL, L (1)),
Insbesondere haben wir fiir v =1v":
Korollar 5.3.2. Sei v eine Gewichtsfunktion mit D°, 0 <p<g<oo und 0 <t < c0.
Dann gilt I € X(A2, L)) genau dann, wenn I € K(AP LM ().
Ebenso gilt

Korollar 5.3.3. Seien s,s' > N,r,r’' >0, v eine Gewichtsfunktion, so dass v" und v"
die Bedingung D° erfiillen. Falls qr/p=q'r'/p’, so sind dquivalent:

(i) 1€ X (AL, LI (1))

(i) T€XK(A,, L7 ().
Die Resultate fiir die Standardgewichte erhalten wir durch die Wahl v=1—||-||* und
r=a+N+1,r"=a+N+1.

Korollar 5.3.4. Seien —1 < a,a’ <00, 0<p<p' < oo und 0 < q<q <oo. Gilt weiter
ga+N+1)/p=¢(d’+N+1)/p, so sind dquivalent:

(i) T€X(AL, LI(p).
(ii) T€XK(AR, L (1)).

Wie bei der Stetigkeit ist ¢(a+ N +1)/p der relevante Parameter.

Fiir Inklusionen zwischen Bergman-Réumen erhalten wir zunéchst

Korollar 5.3.5. Seien v,v" D°-Gewichtsfunktionen, und 0 <p <q< oo. Genau dann
ist I: AP — A%, kompakt, wenn lim,|—10'(2)"/v(2)? =0.

Weiter gilt dann speziell fiir die Standardgewichte:

Korollar 5.3.6. Seien 0 <p<qg<oo, a,0>—1. Genau dann gilt I € K(Ag,fl%),
wenn (a+N+1)/p<(B+N+1)/q.

L'(p) besitzt die Dunford-Pettis-Eigenschaft: schwach kompakte Banach-Raum-Ope-
ratoren L'(u) — X sind vollstetig. Fiir Carleson-Einbettungen erhalten wir sogar:

Satz 5.3.7. Seien v ein D-Gewichtsfunktion und p ein Mass auf Uy. Existiert der
Operator I : AL — L*(u) und ist schwach kompakt, so ist er sogar kompakt.
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BEWEIS. Sei (fy), eine Folge in B41. Dann existiert eine Teilfolge ( f,, )x, welche
gleichmissig auf Kompakta gegen ein ein f € Al konvergiert. Setze gy, := f,,, — f. Nach
Voraussetzung ist {I(gx)}x in L'(u) relativ schwach kompakt und damit gleichgradig
integrierbar. Zu ¢ > 0 existiert deshalb ein 6 >0, so dass fiir jede messbare Menge
AC Uy mit pu(A) <06 und jedes k€N gilt

/ |grldp < /2.
A

Da p regulér ist, existiert eine kompakte Menge K C Uy mit pu(Uy\ K) <J. Wei-
ter existiert ein ko € N, so dass |gr(2)| <e/2u(K) fiir jedes z € K und jedes k > k.
Zusammen erhalten wir fiir & > kg fUN gkl dp = [, |grldp+ fUN\K lgrldp <e. (gx)r kon-

vergiert also in L'(u) gegen 0. Damit ist I kompakt. |

5.4. Kompakte Carleson-Masse fiir AL

Genau wie bei der Stetigkeit konnen wir schliesslich die Raume AP mit einbeziehen.
Dazu zwei vorbereitende Lemmata.

Lemma 5.4.1. Seien 0 <r <p<1, A#0 eine beliebige Menge und X ein p-Banach-
raum. Genau dann ist ein beschrinkter Operator T :1"(A) — X kompakt, wenn die
Menge Ap:={Te,:x € A} in X relativkompakt ist.

BEWEIS. Fiir kompakte T' ist Ar offensichtlich relativkompakt. Fiir die andere
Richtung verwenden wir Bjr(4) =acx,{e, :x € M'}. Mit der Stetigkeit folgt

T(Upay) = T(acx,{e, : v € A}) C T'(acx, {e, : v € A}) = acx, Ap C acx, Ay,
und das ist relativkompakt (vgl. [Jar81] 6.7.1). |

Lemma 5.4.2. Seien —1 <a <oo und 0 <p,q<oo. Falls lim|.1[|kap.:,, =0, so
ist Ai={kap.: 2 €Uy} relativkompakt in L(p).

BEWEIS. Sei (z,), eine Folge in Uy . Falls eine Teilfolge (2, ) mit limg_ ||z, || =1
existiert, so hat (kqp..,)n Wegen der Voraussetzung die Nullfunktion als Hiufungs-
punkt. Falls dies fiir keine Teilfolge gilt, existiert ein 0 < R < 1 mit ||z,|| < R fiir jedes
n €N, und (z,), besitzt eine gegen z € Uy konvergente Teilfolge. Ohne Einschrankung
sei diese Teilfolge (2,), selbst. Man sieht direkt, dass k, ., punktweise gegen k.
konvergiert. Weiter haben wir

1—|[z”

' (1—(w]z,))?
1
= (1— R)2(0+N+1)/p

q(a+N+1)/p 1

Kap,= 1=
o () = =Tl e

Aus dem Satz {iber die majorisierte Konvergenz folgt, dass die k., sogar in L7(u)
gegen k, , . konvergieren, und das wollten wir zeigen. ]

Damit kommen wir zur Charakterisierung der Kompaktheit von Carleson-Einbettun-
f" ‘A(pvr)
gen fir Ay
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Satz 5.4.3. Seien 0 < p,q <oo undr<min{l,q}. Genau dann gilt I € JC(A((f’T),Lq(u)),
wenn lim|,)—; ||k3a7p7z||q,u =0.

BEWEIS. Wir nchmen zuerst an, I : AP — L9() sei nicht kompakt. Dann existie-
ren ein € > 0 und eine Folge (2,), in Uy mit ||ka,p,[|, , > ¢ fiir alle n € N. Da (ko p,2, )n

in A?") beschréinkt und I kompakt ist, existiert eine Teilfolge (2n, )k VO (23)n, SO
dass (Ka,p,z,, )k gegen ein f € L4(u) konvergiert. Aber (kop., )i strebt punktweise
gegen die Nullfunktion, so dass f =0 sein muss: Widerspruch.

Fiir die andere Richtung sei Q:1"(Uy) HA((f ") die durch Qe,=kqp . gegebene Sur-
jektion. Weiter sei T':=1(Q). Wegen Lemma 5.4.2 ist {Te,:z € Uy} relativkompakt.
Mit Lemma 5.4.1 kénnen wir auf die Kompaktheit von 7' schliessen. Somit ist auch

AP — L9(p) kompakt. [
Daraus ergeben sich die folgenden beiden Korollare.

Korollar 5.4.4. Seien 0 <p,q<oo, r,s <min{l,q} und t >r/q. Dann sind dquiva-
lent:

(i) AP Li(u) ist kompakt.
(i) 1: A" — Lt(y) ist kompakt.
(iii) AP Li(p) ist kompakt.

Korollar 5.4.5. Seien 0 <p,q<oo und r,s <min{l,q}. Dann sind dquivalent:
(i) 1: AP = La(p) ist kompakt.
(i) 1: AP — La(p) ist komapkt.

Wie bei der Stetigkeit beweist man

Satz 5.4.6. Seien 0 <p<g<oo und r <min{l,q}. Dann sind dquivalent:

(i) 1: AP — L9(u) ist kompakt.
i) 1: AP 5 La(y) ist kompakt.
(i) p

BEWEIS. (i)=(ii) Die Behauptung fiir p > r folgt sofort aus 3.5.9. Im Fall p<r

folgt aus Korollar 5.3.2 und (3.17) die Kompaktheit von [ : A, = AL — L/P(p). Tst
s=p/r,so gilt s>p/q=7/(rq/p). Mit Korollar 5.4.4 schliessen wir auf die Kompakt-

keit von I: AP — Li(p).
(il)=(i) Fur s=r/p gilt s >r/q. Wegen Korollar 5.4.4 und (3.17) ist die Einbettung

I:A — AL - L7/?(11) kompakt. Aus Korollar 5.3.2 folgt sofort (i). [
Anwendungen

Mit den Methoden, welche analog zu denjenigen sind, die wir in den Beweisen zur
Charakterisierung von stetigen Multiplikationsoperatoren verwendet haben (vgl. Seite
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71 ff.), erhalten wir die folgenden Resultate. Dabei verwenden wir wieder die bereits
eingefiihrten Banach-R&ume

X2 :={f: Uy — C analytisch, : lim |f(z)v(z) = 0}

l[=l—1

Satz 5.4.7. Seien h:Uyx — C analytisch, v und v Gewichtsfunktionen, welche D°

erfillen und 0 <p<g<oo. Weiter sei
vi/a
W=
Dann sind dquivalent

(i) My, : AP — Al ist wohldefiniert und kompakt.
(ii) he X2.
Satz 5.4.8. FEs sind dquivalent:

(i) My : A2 — LI(p) existiert als kompakter Operator.
(ii) My : A — Li(p) existiert als kompakter Operator.
(iil) M /e s AP — L¥ () existiert als kompakter Operator.

Wie schon bei der Stetigkeit ist fiir Kompositionsoperatoren auch bei der Kompakt-
heit die Ubertragung der aus dem Fall einer Verdnderlichen bekannten Resultate nicht
ohne weiteres moglich.

Seien N =1 und ¢:U; — U; eine analytische Funktion. Falls der Kompositionsope-
rator C,: AP — AP fiir eine Wahl der Parameter a > —1 und 0 < p < oo kompakt ist,
so gilt dies auch fiir jede andere Wahl. Dies wird mit Hilfe einer Charakterisierung
der Kompaktheit durch die Winkelableitung gezeigt. Im Fall N > 2 ist das falsch: fiir
verschiedene Werte von a > —1 héngen die Klassen von kompakten Kompositions-
operatoren Cy,: A? — AP von o> —1 ab. Wir verweisen fiir Details auf [MS86].

Fiir Symbole ¢ € Aut(Uy) iibertragen sich jedoch wiederum die von N =1 her be-
kannten Resultate. Eine offensichtliche Modifikation von 4.5.4 ergibt

Satz 5.4.9. Seien ¢ € Aut(Uy), und v,0 Gewichtsfunktionen, welche D° erfiillen und
0<p<g<oo. Dann sind dquivalent:

(i) C,: AP — AL ist wohldefiniert und kompakt.
5(2)1/‘1

) e et~

Fiir die Standardgewichte bedeutet dies:

Korollar 5.4.10. Seien a,3>0 und ¢ € Aut(Uy) und 0 <p<g<oo. Genau dann
gilt Cp, € X(AL,AY), wenn (a+N+1)/p<(8+N+1)/q.

Auch die Charakterisierung kompakter Restriktionsoperatoren liefert im Fall p <gq
keine Uberraschung.
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Korollar 5.4.11. Seien w=(w,), die endliche Vereinigung von separierten Folgen
in Uy, a=(a,), eine Zahlenfolge und v eine Gewichtsfunktion, welche D° erfiillt.
Fiir 0 <p<q<oo sind dquivalent:

(i) RE, : AP — 17 ist wohldefiniert und kompakt.
- an
(W) i oy -

5.5. Hardy-Riume

Wie bei der Stetigkeit gehen wir in zwei Schritten vor. Wir beweisen zuerst die Resul-
tate fiir Mass p auf Uy und erweitern diese anschliessend auf Masse auf Uy. Fiir ein
(—1,p,q)-Carleson-Mass p (0 <p<gq<oo) auf Uy wird sich zeigen, dass das Rand-
mass ptg, verschwindet, falls die Carleson-Einbettung kompakt ist.

Fir Masse auf Uy erhalten wir
Satz 5.5.1. Sei p<q und p ein Mass auf Uy. Dann sind dquivalent:
(i) I: HP — Li(p) existiert und ist kompakt.

h
(ii) Es gilt }llirr(l) M =0 gleichmdssig in ( € Sy.

hNa/p

i) 1im 252

l=l=1 (1 — || 2[|2)Na/p

1—12l12 \Ne/p
(iv) lim ; (%) du(w)=0.
N

2] —1 I1—(w]z2)

Formal ist dies wieder der Fall « =—1 in 5.2.1.
Wir verwenden im Beweis ohne spezielle Referenz die in 4.6.4 hergeleiteten Abschéit-

zungen.

BEWEIS. (i)=(iv): Sei (2,), eine Folge in Uy mit lim,, . ||2,|| = 1. Wie im Beweis
von 5.2.1 zeigt man limy, oo [|k-1.2, |, , = 0. Wegen

L [z \V?
[ (tge) e =,
N n

(iv)=-(iii): Dies folgt sofort aus

p(5(2)) <C/ (L — [l=f®)™

d .
(A= [P =€ Jy, L= (] P )

(iii)=-(ii): Wir wéahlen z € Uy zu gegebenem ¢ € Sy und 0 < h < 1 wie in 4.6.4. Lassen
wir h gegen 0 gehen, so konvergiert ||z|| gegen 1. Die Behauptung folgt aus

pSCH) _  p(S(2)
T R DT

erhalten wir (iv).
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mit einer von ¢ unabhéngigen Konstanten ¢ > 0.

(ii)=(i): Sei (fn)n eine in HP? beschriankte Folge. Dann existiert eine Teilfolge, die
gleichmissig auf Kompakta gegen eine analytische Funktion f konvergiert. Sei ohne
Einschrinkung (f,), selbst diese Teilfolge. Mit dem Lemma von Fatou sieht man,
dass f € H? ist. Wir kénnen also f =0 annehmen.

Sei € > 0 beliebig. Nach Voraussetzung existiert ein 0 < hg < 1 mit % < ¢ fiir alle

0<h<hound alle ¢ € Sy. Setze ro:=1—hy/(14+2v/2)2. Sei p; die Einschrinkung
von 1 auf die Borel-Mengen von Uy \7oUy. Da (f,), gleichmissig auf 70Uy gegen
Null konvergiert, existiert ein ng € N mit fT’OU_N| fnlddp <e fir jedes n>ng. Sei nun
n >mng und a > 0 fest gewihlt. Wir behaupten, dass

p{lfal > a}) < cemy({Maf, > a})?”. (5.7)
gilt. Dies ist klar, falls {| f.| > a} N (Un \roUn) = 0. Falls {|f,,| > a} N (Un \1oUy) #D
wihle eine Folge (w,,), wie in 4.6.3. Nach Wahl von hg und ry haben wir

(14+2v2)%(1 — wgll) < (1+2V2)*(1 = 1o) = ho,
also
pa (S (wi/ Jwell, (14 2v2)2(1 = [y ) < (1 +2v2)*(1 = [l |)N7.

Eine offensichtliche Modifikationen des Beweises von 4.6.4 ergibt (5.7). Daraus folgt
wie in 4.6.4

/ fultdpn < ce | full%,
Un

mit einer von n € N und ¢ > 0 unabhéngigen Konstanten. Insgesamt haben wir also

fir n > ng
[ ownpdes [ A [ e o
Un roUn Un\roUn

(fn)n konvergiert in L9(u) gegen 0. Also ist [ : HP — L%(p) kompakt. |

Satz 5.5.2. Seien p ein Mass auf_U—N und 0 <p<g<oo. Genau dann ist p ein
kompaktes (p,q)-Carleson-Mass auf Un, wenn uy,, ein kompaktes (—1,p,q)-Carleson-
Mass auf Uy st und pg, =0 gilt.

BewEIs. Offensichtlich ist p ein kompaktes (p, q)-Carleson-Mass auf Uy, falls 7y,
ein kompaktes (—1,p,q)-Carleson-Mass auf Uy ist und ug, =0 gilt.

Sei also p ein kompaktes (p,q)-Carleson-Mass auf Uy. Fiir eine beschrinkte Folge
(fu)n in HP existieren also eine Teilfolge (f,,)r und eine Funktion fe& L?(p) mit
e | £, — £, =0 Wegen I, — L < 72—, it sy ein (—1.p.0)
Carleson-Mass.

Seien ¢ € Sy und (h,,), eine Folge in [0,1] mit lim,, . h, =1. Setze w, = (1—h,)C.
Da {k_1pw, :n€N} in H? beschriankt ist, konnen wir wegen der Kompaktheit von
I': H? — L(y) ohne Einschrénkung annehmen, es gelte limy, .o [|k-1,p,w, ||, , = 0. Wie
in 4.6.8 ist
Q¢ hn)) < 9Na/pp,N(g/p—1) I
my(Q(C; hn)) — " )

17p7wn||q“u, .
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Ist psy = Fdmpy (vgl. 4.6.8), so gilt fiir fast alle ( € Sy mit dem Differentiationssatz
von Lebesgue (vgl. die Uberlegungen auf Seite 82)

F(O) — tim QG )

Q)



98

5. KOMPAKTE CARLESON-EINBETTUNGEN



6. Ordnungsbeschrinkte und summierende
Carleson-Einbettungen

6.1. Ordnungsbeschrinktheit

Wir wenden uns nun den ordnungsbeschrénkten Carleson-Einbettungen I: AP — L9(u)
fiir D-Gewichte zu. Der Fall N =1 wurde fiir Standardgewichte schon in [Dom97] und
[Dom98] behandelt.

Satz 6.1.1. Seien v eine D-Gewichtsfunktion, p ein Mass auf Uy und 0 <p,q < oo.
Dann sind dquivalent:

vll/p E Lq(ﬂ)

I: X, — Li(p) existiert als ordnungsbeschrankter Operator.
I: X 10 — L) ezistiert als beschrinkter Operator.

I: X1 — LI(p) existiert als ordnungsbeschrankter Operator.

BEWEIS. (i)=(ii): Lemma 3.3.11 garantiert die Existenz einer Konstanten ¢ >0
mit ks p. € cByp fiir jedes z € Uy. Wegen der Voraussetzung finden wir eine Funk-
tion 0<ge L), so dass |f(w)| < g(w) fir jedes fe€cBy und jedes we Uy gilt.
Insbesondere haben wir |k, s, .(w)| < g(w) fir alle z,w € Uy. Fiir z=w erhalten wir

A=l 1
9(z) = ,U(Z)l/p(l _ ||Z||2)s/p o v(z)l/p'

Somit gilt (ii).
(ii)=(iii): Aus

7] = fw)lete)Pow) ™ < i

folgt mit unserer Voraussetzung, dass I : )A(U — L%(p) ordnungsbeschrankt ist.

Vf e U)?U,

(ii)=>(iv) ist trivial.
(iv)=(ii) Fiir f(w):=v(w) PeUg, gilt

= q
= M1, < I < o

Also ist v=1/? € L9(y). (iii)=(v)=-(i) ergeben sich aus AP < X1/, < X,/ |

Inbesondere haben wir im beschriebenen Fall eine Faktorisierung

‘Alzj — Ayl/p Avl/p — Lq(u)

Wieder konnen auch die Raume A((f ") it einbezogen werden.

99
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Korollar 6.1.2. Seien —1<a<oo, r<p<oo und 0 <qg<oo. Genau dann ist die
Einbettung I : A" — Li(p) ordnungsbeschrinkt, wenn

1

q
(1= ey < L) (61)

Bewers. Gilt (6.1), so ist wegen 6.1.1 und AP C AP die formale Idenditat
I:AP") — L9(p) ordnungsbeschrénkt. Umgekehrt erhalten wir (6.1) aus der Ord-

nungsbeschriinktheit von 7: A%") — L4 (n) wie im Schritt (i)=-(ii) des Beweises von
6.1.1. |

Ersetzt man im Beweis von 6.1.1 k, 5, . durch k_; , ., so erhdlt man direkt das ent-
sprechende Resultat fiir Hardy-Raume:

Satz 6.1.3. Seien 0 <p,q< oo, 0<r<min{l,q} und v(z):=(1—||z||*)". Dann sind
dquivalent:

1)
(ii) AP Li(p) existiert als ordnungbeschrdnkter Operator.
(i) 25 € L1(u).
(iv) I:X1p — L) ezistiert als ordnungsbeschrinkter Operator.
v) I: X1 — Li(p) existiert als beschrankter Operator.
(vi) I: X ,1p — L) ezistiert als ordnungsbeschrinkter Operator.

Dies ist also erneut gerade der Grenzfall o« = —1.
Betrachten wir Masse auf Uy, so erhalten wir

Satz 6.1.4. Seien 0 <p,q<oo und p ein Mass auf Ux. Genau dann ist ju ein ord-
nungsbeschranktes (p,q)-Carleson-Mass auf Uy, wenn uy,, ein ordnungsbeschrinktes
(=1,p,q)-Carleson-Mass auf Uy ist und pg, =0 gilt.

BEWEIS. Falls i ein ordnungsbeschriinktes Carleson-Mass auf Uy ist, so erhalten
wir wie in 6.1.1, dass ein g € L?(u) existiert mit 1/(1 — ||z]|?)Y < g(2) fiir jedes z € Uy.
Dies gilt insbesondere fiir z € Uy. Da gy, € LY () gilt, folgt direkt aus 6.1.1, dass
puy ein ordnungsbeschranktes (p,q)-Carleson-Mass auf Uy ist.

Sei nun ¢ € Sy. Fiir jedes z € Dy(¢) haben wir
1

1
70 2 ol = [ | = T

Lassen wir z in Ds(() gegen ¢ konvergieren, so erhalten wir g(¢) = oo. Nur fiir ug, =0
kann g € L(pus,) gelten.

Sei umgekehrt pp, ein ordnungbeschranktes (—1,p,q)-Carleson-Mass auf Uy und
tsy =0. Dann existiert ein g € LY(puy, ), so dass |f(2)| < g(z) fur alle z € Uy. Setzen
wir g durch g(¢{)=o00 auf Sy fort, so gilt g€ L9(u). Fiir jedes f € HP haben wir
|f*] < g und sind fertig. |
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Die ordnungsbeschrankten Operatoren bilden kein Operatorenideal, was die Anwen-
dung der Resultate iiber die kanonischen Einbettungen auf gewichtete Kompositions-
operatoren auszuschliessen scheint. Mit einem zusétzlichen Argument sehen wir aber,
dass die Resultate sich dennoch {ibertragen lassen.

Satz 6.1.5. Seien v eine Gewichtsfunktion mit D, u ein Mass auf Uy, 0 <p,q < oo,
¢ : Uy — Uy analytisch und h:Uy — CN messbar. Fiir v=|h|Y(dup=') sind dqui-
valent:

(i) Der gewichtete Kompositionsoperator hC,: AP — Li(u) existiert und ist ord-
nungsbeschrinkt.

(i) I:A?— L (v) existiert als ordnungsbeschrinkter Operator.

BEWEIS. (i)=(ii): Wegen 3.3.11 existiert ein ¢>0 mit k, ;. € cUygr fiir jedes
z € Uy. Da hC, ordnungsbeschrankt ist, existiert ein 0 < g€ L9(u), so dass fiir jedes

z,w€eUy
(1= llp(z)|)>

M) G — (o) [ 9())) 77
Inbesondere haben wir

h(w)
G| = o

was zu (ii) dquivalent ist.

= [(MCoku s pp(2) (W)] < g(w).

(1= llp(w)[2)”
o (@) (1~ [e(w)P)7

< g(w),

(ii)=(i): Wegen AP — X1/, gilt mit einer Konstanten ¢ >0 fiir jedes f &€ Uy und
jedes w e Uy

h(w) 1/p
|(hCo f)(w)|=[h(w) f(p(w))|= ‘Wf(w(w))v(w(w)) /
h(w) 1(10):
=l olotw) )7 €L (p);
hCy,: AP — Li(p) existiert daher als ordnungsbeschriankter Operator. |

Folgende Aussagen ergeben sich direkt aus 6.1.1.

Korollar 6.1.6. Seien v und v' Gewichtsfunktionen, die D erfiillen, 0 < p,q < oo und
1<r,t<oo. Falls ein ¢>0 mit
1 < V' (2)ta
c = wu(z)/p

existiert, sind folgende Aussagen dquivalent:

< c fiir alle z € Uy

(i) 1: AP — L"(p) existiert als ordnungsbeschrdankter Operator.
(ii) I:AY — L' () existiert als ordnungsbeschrinkter Operator.
Speziell fiir v =0’ erhalten wir

Korollar 6.1.7. Seien v ein D-Gewicht, 0 <p,q<oo, und 0<t<oo. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:
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(i) 1: AP — Li(p) ist definiert und ordnungsbeschrdinkt.
(ii) [: AP — L'(u) ist definiert und ordnungsbeschrdinkt.

Damit erhalten wir nun unmittelbar, dass jedes ordnungsbeschrinkte (v,p,q)-Carle-
son-Mass p auf Uy kompakt ist (0 <p,q<oo). Wegen 5.3.2 und 6.1.7 kénnen wir
ohne Einschréinkung p =2 annehmen. Wegen der Reflexivitit von A? miissen wir nur
zeigen, dass I : AP — L9(u) vollstetig ist. Dies gilt aber nach 1.2.1.

Weiter folgt

Korollar 6.1.8. Seien r,1’ >0, v eine Gewichtsfunktion, so dass v" und v" die Be-
dingung D erfillen. Falls r/p=r'/p', dann sind dquivalent:

(i) I:AP. — L) existiert als ordnungsbeschrinkter Operator.
(i) 1: A7 |, — L4() eistiert als ordnungsbeschrinkter Operator.

Fiir die Standardgewichte bedeutet dies

Korollar 6.1.9. Seien —1 <a,a/ < oo und 0 <p,p’,q,¢' <oo. Falls g(a+N+1)/p=
¢ (& +N+1)/p, dann sind dquivalent:

(i) 1: A2 — L9(u) ist wohldefiniert und ordnungsbeschrankt.
(ii) I :AZ, — L9 (1) ist wohldefiniert und ordnungsbeschrinkt.

Insbesondere konnen wir in vielen Fallen eine Reduktion auf Hilbert-Raume durch-
fiihren.

Korollar 6.1.10. Seien 0 <p,q< oo, v ein D-Gewicht und p ein Mass.

(i) Sei zusdtzlich dv:=v'~/P)dy ein endliches Mass. Genau dann ist die Einbet-
tung I : AP — Li(u1) definiert und ordnungsbeschrinkt, wenn I: A? — Li(v) als
Hilbert-Schmidt-Operator existiert.

(ii) Falls v¥/? ein D-Gewicht ist, so existiert I: AP — L%(u) genau dann als ord-
nungsbeschrinkter Operator, wenn I:Af}q/p — L*(p) ein Hilbert-Schmidt-Ope-
rator ist.

BEWEIS. Die erste Aussage ergibt sich aus 6.1.3 und

LY LY am)
[, (i) = [ () e
N N

die zweite ebenso mit
1 \? 1\’
—— | du = — | du.
/UN (vl/p) H /UN (U(q/m/z) H -

Die zweite Aussage vereinfacht sich fiir Standardgewichte v, zu

Korollar 6.1.11. Seien 0 <p,q<oo und —1 <a<oo. Falls o/ :=q(a+N+1)/p—
N—1>—1, soist [: A — Li(u) genau dann wohldefiniert und ordnungsbeschrinkt,
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wenn dies fiir I:A2% — L*(p) gilt, d.h wenn I:A% — L?(u) ein Hilbert-Schmidt-
Operator ist.

Bemerkung 6.1.12. Die Voraussetzung in 6.1.10(i) ist im Fall p < fiir alle (v, p,q)-
Carleson-Masse i erfiillt. Setzen wir allgemeiner dv :=v(@/P)=/P)qy, fiir p<q, p’ < ¢/,
so gilt fiir alle 0 <r < oo und jedes z € Uy

(B ()1 _ (M(Br(z))l/q')q//q: (U(Z)(1/p'>—(q/(pq’>)ﬂ<3r<z>)w)q'/q

v(z)l/P v(z)a/(pd) v(z)1/P

1 (¢ /9)~(a/p) N
_ ¢ /p)=(a/p) 4
e ( / ) u(w))
"/q

v ist ein (v,p’,¢’)-Carleson-Mass und somit endlich (vgl. 4.2.1).

'/a

Weitere Konsequenzen ergeben sich fiir Einbettungen zwischen Bergman-R&umen.
Dabei nennen wir I:A?<— A?, ordnungsbeschrinkt, falls AP — A?, C L(o,) ord-
nungbeschrinkt ist.

Korollar 6.1.13. Seien v und v' D-Gewichtsfunktionen. Fiir 0 <p,q<oo ezistiert
[: AP — A%, genau dann und ist ordnungsbeschrinkt, wenn v'/?/(v')Y7 zu LP(Ay)
gehort.

Speziell fiir die Standardgewichte liefert das

Korollar 6.1.14. Seien —1 <o, <00 und 0 <p,q<oco. Dann sind dquivalent:

(i) 1:AL — Aj ist wohldefiniert und ordnungsbeschrinkt.
(i) (a+N+1)/p<(B+1)/q

Man sieht leicht, dass die Aussage auch fiir Hardy-Raume richtig ist, wenn man wieder
a=—1 setzt.

Die Komposition uv eines ordnungsbeschréankten Operators v mit einem beschrénkten
Operator u ist im Allgemeinen nicht ordnungsbeschrénkt: die ordnungsbeschriankten
Operatoren bilden nur ein Linksideal. Fiir die formalen Identitédten erhalten wir trotz-
dem

Satz 6.1.15. Seien v und v' D-Gewichtsfunktionen, und seien 0 < p1,ps,q < 00. Seien
weiter I : AL — AP> C LP?(0,) und I: AP* — L9(u) Carleson-Einbettungen. Mit I,
ist auch I: AP} — Li(u) ordnungsbeschrinkt.
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BewEIs. Wir behandeln zuerst den Fall p, <¢. Sei (z,), ein 7-Verband mit Uber-
deckungskonstante x. Wir erhalten mit 3.3.4 und 4.2.1

dp(z
/U ’U Q/p1 Z\/r(zn q/p1
q/pz (Br(2n)) - v(zn)
Czl ! q/p1 ( )q/pz SCZU/(Zn)q/m'

Weiter gilt

/p2 q/p2
o ,)a/P2 < u(z,) 1 0 u(z,)
Zl ! Q/pl - (Zl U/(Zn)pQ/pl SC Zlv’(zn)p2/pl/ (z )dAN(Z)

<C(Z/Mn>v p2/p1dAN(Z)>

a/p2
SCKq/pz &dAN(z) )
Un ’U,(Zn)p2/p1

Dies ist wegen Korollar 6.1.13 endlich. Die Behauptung folgt nun aus 6.1.1.

Fiir ps >¢q erhalten wir mit dem Satz von Fubini:

| s | [ o sy e e w)
:// T B e )

Mit 3.3.4, der Ungleichung von Holder (mit ps/q und po/(p2 —¢q)) und 4.2.5 ergibt
sich

/UN v'(2) q/m /UN/ q/pl ‘UU(Bi(w))d”(Z)dU”(w)
:/ S 5(25&)))) ()
qa/p2 p2/(p2—q (p2—q)/p2
= </ ) (/ £(<ifr(gu)>)>p2//(<m—;> i (w))
1

SC(LWW”)W:C(/UN%“N”W)W’

und dies ist wegen Korollar 6.1.13 beschrénkt. Aus 6.1.1 folgt die Behauptung. W

Wir halten noch eine Konsequenz von 6.1.1 fiir Kompositionsoperatoren fest:

Korollar 6.1.16. Seien ¢ : Uy — Uy analytisch, v und v D-Gewichtsfunktionen und
0<p,g<oo. Genau dann ist der Kompositionsoperator C,: AP — AL ordnungsbe-

.. v 1
schrénkt, wenn oyl e L (An).
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Fiir die Standardgewichte erhalten wir also

Korollar 6.1.17. Seien ¢ : Uy — Uy analytisch und —1 < o, <oo. C, : A2, —>A% 15t
genau dann ordnungsbeschrinkt, wenn (1—|p|?)~! € LletN+Dp/a(g4),

6.2. Summierende Operatoren

In [Dom98] werden Summierbarkeitseigenschaften von Kompositionsoperatoren fiir
den Fall N =1 untersucht. Diese Resultate verallgemeinern wir fiir beliebige Dimen-
sionen N > 1. Sie gelten sogar fiir Carleson-Einbettungen.

Wir beginnen mit einer einfachen Konsequenz aus der Existenz atomarer Zerlegungen.
Wiederum bezeichen wir mit A!; den Hardy-Raum H'.

Satz 6.2.1. Seien o, > —1 und 1 <p,q < oo beziehungsweise o« = —1 und p=1. Gilt
B+N+1>{“Tf1+N falls ¢>2,
atl | N | N
q o+t falls g < 2,
dann existieren vy, 0 > —1, so dass I : AP HA% wohldefiniert ist und gemdss
I: AP — AL — AF — A

faktorisiert. Im Falle p=1, ¢>2 und o> —1 ist dies auch noch richtig, wenn ((5+
N+1)/g=a+N+1.

Insbesondere ist in diesen Fdillen I: AP, HA% 1-summierend.

BeEweis. Nach Voraussetzung kénnen wir v, 6 > —1mit y+ N+1=(0+N+1)/2
so wéhlen, dass

(a+1)/p+N<(+N+1)
(a+1)/p+N<(+N+1)

2=(B+N+1)/q fallsp>1,¢>2,
2<(B+1)/q+N/2 fallsp>1, ¢<2,

~

a+N+1<(6+N+1)/2=(8+N+1)/q falls p=1, ¢>2, a> —1,
a+N+1<(6+N+1)/2=(8+N+1)/q falls p=1, ¢>2, a=—1,
a+N+1<(0+N+1)/2<(B+1)/q+N/2 falls p=1, ¢ < 2.
4.3.6 garantiert fiir o > —1 die Existenz der behaupteten Faktorisierung, fiir « = —1
verwenden wir 4.6.6. Der Zusatz ergibt sich mit atomarer Zerlegung 3.5 aus dem Satz
von Grothendieck 1.1.3. |

Mit Hilfe der Operatoren

(= fl=l®)®
2n)P(1 = (-] 2n))*

aus 3.5.1 konnen wir spezielle schwache [P"-Folgen in AP finden, falls v die Bedin-
gung D(s) fiir ein s > N erfiillt. Mit der Standardbasis (e,), in ¥ ist ndmlich auch

(Téﬂ)(en))n eine schwache {P*-Folge. Wir haben also

TW P — AP (ay), — E an, (
’ v
n=1
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Lemma 6.2.2. Sei 1 <p<oo. Falls v die Bedingung D(s) fir ein s> N erfiillt, so
ist fir jeden r-Verband (2,)n
(1 — [lza]®)®
v(z) P (1= (| z))* )

eine schwache IP"-Folge in AP.

Aus 1.2.1 wissen wir, dass ordnungsbeschrénkte Operatoren mit Bild in einem Raum
Li(p) g-integral und damit auch (g,p*)-summierend fiir jedes 1<p* <gq sind. Fiir
allgemeine Banach-Raum-Operatoren gelten die Umkehrungen im Allgemeinen nicht.
Fiir unsere Carleson-Einbettungen / haben wir jedoch:

Satz 6.2.3. Seiv eine Gewichtsfunktion, die D(s) erfillt, 1 < p* < q<oo. Dann sind
dquivalent:

) ist ordnungsbeschrinkt.
) ist g-integral.

W) ist g-summierend.

W) ist (q,p*)-summierend.

BeweEIs. Nur fiir (iv)=-(i) ist ein Argument erforderlich. Wegen 6.2.2 gilt fiir jede
separierte Folge (z,), in Uy

(L= {l=nl*)° (L= [z )

°O>Z (- (12 :Z/ )P —(w] )| )
(1= )™
>Z/ oo | P (]| )
. Al |,
Z/ Wy~ [zt )

-12 / etz [ Nmled“(w)‘

Dabei haben wir 2.4.2 und 3.3.4 verwendet. Somit gehért v=/? zu L9(u), und wir
sind wegen 6.1.1 fertig. |

r (Zn

g-summierende Operatoren sind fast-summierend. Wieder ist die Umkehrung im All-
gemeinen falsch. Fiir Carleson-Einbettungen haben wir indessen

Satz 6.2.4. Seien 1 <g<o00,2<p<o0, s,s >N, v ein D-Gewicht, fiir welches auch
v2/? der Bedingung D gendigt. Fiir ein (v,p,q)-Carleson-Mass p sind dquivalent:

() ist ordnungsbeschrinkt.
) () ist ist g-integral.
(iii) I: AP — L (u) ist g-summierend.
) () ist fast-summierend.
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BeEWwEIS. Esist nur (iv)=-(i) zu zeigen. Wegen 4.3.5 ist T:Afﬂ/p — AP beschrankt.

Mit 7 ist 17 und folglich auch (I7)** fast-summierend. Da wegen 1.1.7 damit (I1)*
1-summierend ist, folgt aus 1.2.1 die Behauptung. |

6.2.4 erlaubt uns, mindestens fiir die Standardgewichte v, und ¢>1, den Aussagen
in 6.1.1 eine weitere hinzuzufiigen, namlich

Satz 6.2.5. Seien p ein Mass auf Uy, 0 <p<oo,1<g<oo und —1 <a<oo. Genau
dann existiert I: AP — L(u) als ordnungsbeschrinkter Operator, wenn X(ain41)/p
stetig in L9(p) einbettet.

BEWEIS. €L (X (aqn+1)/p, L (1)) folgt aus 6.1.1(v). Sei nun : X a4 n41)/p — L9(11)
beschrénkt. Weil X (q4n41)/p zu [ isomorph ist (vgl. 3.5.4), ist die formale Iden-
titdt X(aqn41)p — L9(p) r-summierend fiir ein »>2 (vgl. 1.1.4) und damit fast-
summierend. Fiir jedes p < p’ < 0o existiert eine Faktorisierung

Ag = AZ,/ — Xatntnp = L) o =pla+N+1)/p—N -1

Nach 6.2.4 sind I :.Ag, — L9(p) und damit auch [ : AP — L9(u) ordnungsbeschrankt.
|
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